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ГЛАВА 1. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

§1. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
ГЛАВНОГО АРГУМЕНТА

1. Синус, косинус, тангенс и котангенс (повторение)

1.

а) 
4180

4545 π=
°

π⋅°=° ;

5180
3636 π=

°
π⋅°=° ;

π=
°

π⋅°=°
180

180180 ;

б) 
3

2
180

120120 π=
°

π⋅°=° ;

18
31

180
310310 π=

°
π⋅°=° ;

π=
°

π⋅°=° 2
180

360360 ;

в) 
3180

6060 π=
°

π⋅°=° ;

16
6

180
7272 π=

°
π⋅°=° ;

2
3

180
270270 π=

°
π⋅°=° ;

г) 
6

5
180

150150 π=
°

π⋅°=° ;

5
6

180
216216 π=

°
π⋅°=° ;

2180
9090 π=

°
π⋅°=° .

2.

а) ;60
3

180
3

°=°=π

;90
2

°=π

;25
36
5 °=π

б) ;72
5

2 °=π

;135
4

3 °=π

;20
9

°−=π−

в) ;30
6

°=π

;108
5

3 °=π

;180°=π

г) ;225
4

5 °=π

;270
2

3 °=π

.105
12
7 °−=π−

3.

а) ;
2
1

4
sin

2
cos0sin 2 =π+π+             б) ;5,2

6
cos2

6
sin3 2 =π+π+π ctg

в) ;4
3

0cos2
6

sin6 2 =π+−π tg            г) .3
6

cos
3

sin
4

3 22 =π+π−πtg
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4.
По определению  | sin α | ≤ 1, | cos β | ≤ 1, для любых α и β
а) ;15,0sin ≤−=α  13cos >=β ;  5,2−=γtg ;
существуют α и γ; не существует такого значения β;

б) ;1
2
3sin >=α   ;12,2cos −<−=β   ;31,0=γtg

существует γ; не существует таких значений α и β

в) ;13,1sin >=α  ;1
4
10cos <=β   ;2,5=γtg

существуют β, γ; не существует такого значения α;

г) ;1
9
7sin −>−=β   ;15,2cos >=β   ;5,7−=γtg

существует значения α и γ; не существует такого значения β.

5.
Тождество: 1cossin 22 =β+α .

а) 1
25
24

25
7 22

=




+





− , существует такое α;

б) 165,07,04,0 22 ≠=+ , не существует такого α;

в) 1
9
9

9
3

9
6

3
3

3
6

22

==+=









+










, существует такое α;

г) 1
5

1
5

2
22

=





+





− , существует такое α.

6.
Тождество: tg ctgβ β⋅ = 1

а) 1
3
5

5
3 =





−⋅− , существует такое β;

б) ( ) ( ) 112323 ≠−=+⋅− , не существует такого β;

в) 11
12
54,2 ≠−=




−⋅ , не существует такого β;

г) 1
5

52
2
5 =⋅ , существует такое β.
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7.

а) ;
2

3; 




 ππ∈α ;6,0sin1cos 2 −=α−−=α

;
3
4

cos
sin =

α
α=αtg  ;

4
3

sin
cos =

α
α=αctg

б) ;;
2






 ππ∈α ;

4
10cos1sin 2 =α−−=α

;
3
15

cos
sin =

α
α=αtg  ;

3
15

15
3

sin
cos ==

α
α=αctg

в) ;
2

;0 




 π∈α ;

3
7sin1cos 2 =α−−=α

;
7
14

cos
sin =

α
α=αtg  ;

2
14

14
7

sin
cos ==

α
α=αctg

г) ;2;
2

3





 ππ∈α ;

17
8cos1sin 2 −=α−−=α

;
15
8

cos
sin −=

α
α=αtg  .

8
15

sin
cos −=

α
α=αctg

8.
а) =α+α−α 442 sincoscos ( )( )=α−αα+α−α 22222 sincossincoscos

;sinsincoscos 2222 α=α+α−α=

б) =
β+β
β−

sincos
cos21 2 ( )( ) =

β+β
β+β+ββ−β

sincos
cossincoscossin ,cossin β−β

если ,0sincos ≠β+β т.е. ;,
4

znn ∈π+π−≠β

в) ( ) =α⋅α⋅α+α ctgtg 222 sinsin ;
sin
cos

cos
1sin 2

2 α=
α
α⋅

α
⋅α tg

г)  =+− ttg
t

t 2
4

2

cos
1sin =+−

t
ttt

4

222

cos
cossin1sin .1

cos
cos

2

2
−=−

t
t

9.

а) =
π⋅π+π⋅π

π⋅π−π⋅π

2,0cos3,0sin2,0sin3,0cos
15

sin
15
4sin

15
4cos

15
cos

;
2
1

2
sin

3
cos

=





 π






 π
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б) ;1
4

12
5

3
21

12
5

3
2

=π=
π⋅π+

π−π

tg
tgtg

tgtg

в) ;1
4

20
3

10
1

20
3

10 =π=
π⋅π−

π+π

tg
tgtg

tgtg

г) .
2
1

cos
6

sin

12
7cos

12
5cos

12
7sin

12
5sin

18
5cos

9
sin

9
cos

18
5sin

=
π−

π

=
π⋅π−π⋅π

π⋅π−π⋅π

10.

а) При 




 ππ∈α ;

2
,   ;

5
3sin1cos 2 −=α−−=α

при 




 ππ∈β ;

2
,   ;

13
12cos1sin 2 =α−=α

;
25
24cossin22sin −=α⋅α=α  ;

169
119sincos2cos 22 −=β−β=β

( ) ;
65
16sincoscossinsin =β⋅α−β⋅α=β−α

( ) ;
65
33sinsincoscoscos −=β⋅α−β⋅α=β+α

б) При 




 ππ∈α 2;

2
3 ,     ;8,0cos1sin 2 −=β−−=α

при 




 ππ∈β

2
3; ,            ;

17
15sin1cos 2 −=β−−=β

;96,0cossin22sin −=α⋅α=α

;
289
161sincos2cos 22 =β−β=β

( ) ;
85
84sincoscossinsin =β⋅α−β⋅α=β−α

( ) .
85
77sinsincoscoscos −=β⋅α−β⋅α=β+α
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11.

а) ( )
( ) =

β⋅α−β−α
β−α−β⋅α

sinsin2cos
sincossin2 ( )

( ) ( );
cos
sin β+α=

β+α
β+α tg

б) =
α−α⋅α

α−α=
α−α
α+α−

sincossin2
coscos2

sin2sin
2coscos1 2

;
sin
cos α=

α
α ctg

в) ;
cos
sin

sin2
4

sin2

4
cos2cos2

α=
α
α=

α−




 α+π






 α+π−α

tg

г) ( ) =α+α−α 22 cos2cos1ctg .cos3cossin2 2222 α=α+α⋅αctg

12.

а) ;
8

sin
8

sin
8

7sin π=




 π−π=π  ;

3
cos2

3
cos

3
5cos π=





 π−π=





 π−

;
5

24,06,0 π−=π−=π tgtgtg  ( ) ;
5

2,1 π−=π− ctgctg

б) ;
55

6 π=π tgtg  ;
18

cos
9

4sin
9

5sin π−=π−=




 π−

;2,0cos8,1cos π=π  ( ) .1,01,09,0 π−=π−π=π ctgctgctg

13.

а) =π⋅π⋅π⋅π
4

7
3

4
3

2cos
6

sin8 ctgtg ( ) ;3213
2
14 =−⋅⋅




−

б) ( ) ( ) +




 α−π⋅α+π⋅α−π

2
3cos2 tgtg ( ) =





 α+π⋅α−π

2
cos2sin

;1sinsincos2 =α⋅α+α=

в) =π⋅π⋅π
4

7cos
4

5sin
4

310ctg ;5
4

cos
4

sin
4

10 =π⋅π⋅πctg

г) ( ) ( )=−π−





 +π+

−π t
t

t 2cos

2
3sin1

sin 2
.1cos

cos1
sin2

=−
−

t
t

t

14.

а) 
2
2

3
cos

4
sin2

12
sin

12
7sin =π⋅π=π−π  — верно;

б) 
24
7sin

24
7sin

6
sin2

8
cos

24
11cos π−=π⋅π−=π−π  —  верно;
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в) 
9

cos2
9

cos
2

sin2
18
7sin

18
11sin π=π⋅π=π+π  — не верно;

г) 
8

3cos2
4

cos
8

cos2
8

cos
8

5cos π=π⋅π3=π+π  — верно.

15.

а) 




 ππ∈α

2
3;  следовательно,  





 ππ∈α

4
3;

22
 и  ;0

2
sin,0

2
cos >α<α

;
26
26

2
cos1

2
cos −=α+−=α  ;

26
265

2
cos1

2
sin 2 =α−=α

;5

2
cos

2
sin

2
−=

α

α

=αtg

б) ,;
2






 ππ∈α  следовательно,  





 ππ∈α

2
;

42
 и  ;0

2
sin,0

2
cos,0cos >α>α<α

;
5
4sin1cos 2 −=α−−=α  ;

10
10

2
cos1

2
cos =α+=α

;
10

103
2

cos1
2

sin 2 =α−=α  .3

2
cos

2
sin

2
=

α

α

=αtg

в) ,2;
2

3





 ππ∈α  следовательно, 





 ππ∈α ;

4
3

2
 и ;0

2
sin,0

2
cos >α<α

;
10

27
2
cos1

2
cos −=α+−=α   ;

10
2

2
cos1

2
sin =α−=α

.
7
1

27
10

10
2

2
cos

2
sin

2
−=





−⋅=α

α

=αtg

г) ,
2

3; 




 ππ∈α  следовательно, 





 ππ∈α

4
3;

22
 и

,0
2

sin,0
2

cos,0cos >α<α<α  ,
17
15sin1cos 2 −=α−−=α
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;
17
17

17
1

2
cos1

2
cos −=−=α+−=α  ;

17
174

2
cos1

2
sin 2 =α−=α

.4

2
cos

2
sin

2
−=

α

α

=αtg

16.
а) 19,0=α  (рад);

;200,5;1923,0;9820,0cos;1889,0sin ≈α≈α≈α≈α ctgtg
б) 37,1=α  (рад);

;2035,0;9131,4;4919,0cos;9799,0sin ≈α≈α≈α≈α ctgtg
в) 9,0=α  (рад);

;7936,0;2602,1;6216,0cos;7833,0sin ≈α≈α≈α≈α ctgtg
г) 2,1=α  (рад);

.388,0;5722,2;3624,0cos;9320,0sin ≈α≈α≈α≈α ctgtg

17.
а) 17° ≈ 0,2967 (рад);
43°24′ ≈ 0,7575 (рад);
83°36′ ≈ 1,4591 (рад);
71°12′ ≈ 1,2601 (рад);

б) 0,384 (рад) ≈ 22°6′′;
0,48 (рад) ≈ 27°30′7′′;
1,11 (рад) ≈ 63°5′54′′;
1,48 (рад) ≈ 84°47′52′′.

18.

а) 212 =−=⋅α= Rl  (см); б) π=⋅π= 5,46
4

3l  (см);

в) 1,0=⋅α= Rl  (м); г) π=⋅π= 96
10
9l  (м).

19.

а) 1
2

2
=α= RS  (дм2); б) 

2
3

2

2 π=α= RS  (см2);

в) 05,0
2

2
=α= RS  (м2); г) 

2
153

6
5 2 π=⋅π=S  (м2).

20.
а) l=2R=αR, следовательно α=2 (рад);
б) P=2R+l - есть периметр сектора, т.к. длина дуги равна l,
l=αR, таким образом 3l=P.
Следовательно, 3αR=2R+αR, α=1 (рад).
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21.

а) ( ) ;
2
2

4
3cos2

4
sin33cos2

4
2sin3 −=π−π=π−α+





 π−α

б) =




 π−π+π=





 π−π+





 π−α

2
3

4
53

3
sin

2
3

4
53

3
sin 22 tgtg

;
4
9

4
3

3
sin 2 −=π−π= ctg

в) ;3
46

sin4
126

3cos4 =π+π=




 π+α+





 π−α ctgctg

г) =α⋅




 π+α=





 π+α⋅





 π+α 2

3
cos

2
2

3
cos 22 ctgtg

.
6
3

36
cos 2 =π⋅π= ctg

22.

а) ;
cossin
sincos

1
1

α=α⋅
α+α
α+α=

α+
α+

tgtg
ctg
tg

Если  ,2;
2

3





 ππ∈α  то  0sin <α  и

;
13
5

13
121cos1sin

2
2 −=





−−=α−−=α

;
12
5

13
12:

13
5 −=−=αtg

б) ;9
1

4
5

4
51

1
1

cossin
cossin =

−

+
=

−α
+α

=
α−α
α+α

tg
tg

в) ( ) ;sin1
cos

sin1coscos
α+=

α
α+α=

α
α+α

ctg
ctg

при 0sin
2

3; <α




 ππ∈α  и ;

3
22cos1sin 2 −=α−−=α

;
3

223sin1 −=α+

г) =α−β=β−α 2222 cossincossin ( ) .5,0sincos 22 −=β−α−
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23.

а) при 




 π∈α

2
;0  имеем:

=α=
α

⋅α=α+α tgtg
2

2

cos

1sin1sin ;
1cos

1
cos
sin

cos
sin

2

2

α+α
=

α
α=

α
α

−tg

б) при 




 π∈α

2
;0  имеем:

( )( ) −
α−

α+α+=
α+
α−−

α−
α+

2cos1
cos1cos1

cos1
cos1

cos1
cos1

( )( ) ;2
sin
cos2

cos1
cos1cos1

2
α=

α
α=

α−
α−α−− ctg

в) при 




 π∈α

2
;0  имеем:

;
cos1

cos
sin
cos

sin
sin1

2

2

α−

α=
α
α=

α
α−

г) ( ) =α+α=α⋅α+α 22222 1sinsinsin tgtg

( ) =α+α
=

α
=α=

222 1cos

11

ctgctg
tg

,
coscos

1
222 α⋅α+α

=
ctg

 если  .
2

;0 




 π∈α

24.

а) ;
4

cos
42

cos
4

sin 




 α−π=










 α+π−π=





 α+π

б) ( ) ( ) =β−α
β−α+

β+α
β+α

tg
tgtg

tg
tgtg ;211 =β⋅α++β⋅α− tgtgtgtg

в) ;
4424






 α+π=










 α−π−π=





 α−π ctgctgtg

г) ( ) .
sincos

sinsincoscos
sincos

cos α−β=
β⋅α

β⋅α−β⋅α=
β⋅α

β−α tgctg
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25.

а) ( ) =−⋅+
222 coscossin2sin tttt ( )( ) =−−⋅

222 sincoscossin2 tttt

;4sin12cos2cos2sin22sin 22 ttttt −=+⋅−=

б) =
α−α−α
α−α−α

sin3cos25sin
5cossin2cos ( )

( ) ;3
12sin3cos2
12sin3sin2 α=

−αα
−αα tg

в) =−=
−
⋅−

t
t

tt
tt

2cos
2sin1

sincos
cossin41 2

22

22
;2cos

2cos
2cos2

t
t
t =

г) =
α+α+α
α+α+α

3cos2cos2cos
3sin2sin2sin ;2

2cos2cos2cos2
2sin2cos2sin2 α=
α+α⋅α
α+α⋅α tg

26.

а) ;

2
1

2
1

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos

cos
2

2

2

22

22

2

ttg

ttg

t

tt

tt

t

t
+

−
=

−
⋅

+
=

б) ;

2
1

2
2

2
sin

2
cos

2
cos

2
cos

2
sin2

2
cos

2
sin2sin

222

2

β+

β

=
β+β

β

⋅
β

β

=β⋅β=β
tg

tg

27.

а) 
4
1

2
1

2
1

6
sin

2
1

12
cos

12
sin =⋅=π=ππ ;

б) 1

9
2cos

9
2cos

6
sin2

9
2cos:

18
sin

18
7sin =π

ππ

=π





 π−π ;

в) 
2
1

2
2

2
4

cos1

2
4

cos1

8
cos

8
sin

2
2

2
22 =










=

















 π+
−

π−
=





 π−π ;

г) 2
2

sin2

12
5sin

12
5sin

2
sin2

12
5sin

12
cos

12
11cos

−=π−=
π

ππ

=
π

π−π

;
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2. Тригонометрические функции и их графики

28.
а)

2
πP

б)

πP π

в) г)

29.
Точка αΡ имеет следующие координаты:

а) ( )1;0 ; 










2
2;

2
2 ; ( )0;1− ; б) 










−

2
1;

2
3 ; 










−

2
3;

2
1 ; ( )1;0 − ;

в) ( )1;0 − ; 










2
3;

2
1 ; ( )0;1− ; г) 










−

2
2;

2
2 ; 










−

2
3;

2
1 ; ( )1;0 .

30.

а) 




 π∈α

2
;0  — I четверть;






 ππ∈α

2
3;  — III четверть;






 π−π−∈α

2
;  — III четверть;

б) 




 ππ∈α 2;

2
3  — IV четверть;






 ππ∈α 2;

2
3  — IV четверть;






 π−ππ−∈α 3;

2
7  — II четверть;
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в) 




 ππ∈α 2;

2
3  — IV четверть;






 π−∈α 0;

2
 — IV четверть;






 ππ∈α ;

2
 — II четверть;

г) 




 ππ∈α ;

2
 — II четверть;






 π−π−∈α 2;

2
5  — IV четверть;






 ππ∈α

2
3;  — III четверть.

31.

а) ;03,0
8

cos
7

3sin3,2
8

9cos
7

3sin <πππ−=πππ tgtg

б) ( )( ) ( )( )=−π−−π−⋅=⋅⋅ 523cos1sin53cos1sin ctgctg
( ) ( ) ;0523cos1sin >−π⋅−π⋅= ctg

в) ( ) ;09,2
9

2cos3,0sin9,2
9

7cos3,1sin <−π⋅π⋅π−=⋅π⋅π tgtg

г) ,08sin >    т.к.   ;385,2 π<<  ,07,0cos >    т.к.   ;07,0
2

>>π

,04,6 >tg    т.к.   ;
2

54,62 π<<π  поэтому, 04,67,0cos8sin >⋅⋅ tg .

32.
а) ;14cos;04sin =π=π  ( ) ( ) ;1cos;0sin −=π−=π−

б) ;0
2

5cos;1
2

5sin =π=π  ;0
2

11cos;1
2

11sin =




 π−=





 π−

в) ;1cos;0sin −=π=π  ( ) ( ) ;12cos;02sin =π−=π−

г) ;0
2

cos
2

9cos;1
2

sin
2

9sin =π=π=π=π

.0
2

3cos;1
2

3sin
2

3sin =




 π−=π−=





 π−

33.

а) .sin
2

3cos xxy =




 +π=

Таким образом, график данной функции есть синусоида, т.е.
имеет период 2π.
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б) ( ) xxy sinsin =+π−=
Смотри пункт а).

в) xxy sin
2

cos =




 −π=

Смотри пункт а).
г) ( )y tg x tgx= + =π
Таким образом, график данной функции есть график функции

y=tgx, т.е. имеет период π.

34.

а) ( ) 0,5,0,; >=α xyyxP б) 0,
2
1 >−= yx

0,5 Рα

у

х

2
1−

Рα

у

х
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в) 0,
2
3 >= yx

2
3

Рα

у

х

г) 0,
2
2 >−= xy

2
2

Рα

у

х

35.
а) б)

в) г)

36.
а) ( )y x D y R= + =sin ; ;2

т.к. [ ]sin ; ,x ∈ −1 1    то   ( ) [ ]E y = 1 3;
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б) ;1 tgxy +=

т.к. функция y=tgx не определена в точках вида nπ+π
2

, то

( ) ( ) RyEZnnRyD =






 ∈π+π= ;

2
\

в) y x= −cos ;1

( )D y R= ;  т.к.  [ ]cos ;x ∈ −1 1 ,  то ( ) [ ]E y = −2 0;

г) y x= +3 sin ;

( )D y R= ;  т.к.  [ ]1;1sin −∈x , то ( ) [ ]4;2=yE

xy sin3 +=

x

2

π

0

y

2

2

π
−

1

π
2

3ππ−
2

3π
−

π2π2−

3

4

37.
а) ;sin2 xy =
( ) ;RyD =  т.к.  [ ]1;1sin −∈x , то ( ) [ ]2;2−=yE
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б) ;cos
2
1 xy −=

( ) ;RyD =  т.к.  [ ]1;1cos −∈x , то ( ) 



−=

2
1;

2
1yE

в) ;5,0 tgxy ⋅=

т.к. функция y=tgx не определена в точках вида ;,
2

znn ∈π+π

( ) ;
2

\






 ∈π+π= ZnnRyD ( ) RyE =

г) ;sin
2
3 xy −=

( ) ;RyD =  т.к.  [ ]1;1sin −∈x , то ( ) [ ]5,1;5,1−=yE
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38.
а) y x= sin ;
Точки пересечения графика данной функции с осями координат:
( ) ( );0;0;,0; Znn ∈π
б) ;cos1 xy +=
Точки пересечения графика данной функции с осями координат:
( ) ( );2;0;,0;2 Znn ∈π+π
в) ;cos xy =
Точки пересечения графика данной функции с осями координат:

( );1;0;,0;
2

Znn ∈




 π+π

г) ;1sin −= xy
Точки пересечения графика данной функции с осями координат:

( );1;0;,0;
2

−∈




 π+π Znn

39.
а) ;32 xxy −=
пересечения с осью OХ: (0;0) и (3;0);
пересечения с осью OY: (0;0);
б) ;5,1sin −= xy
пересечения с осью OX график функции не имеет;
пересечения с осью OY: (0;-1,5);
в) ;cos5,2 xy +=
пересечения с осью OX график функции не имеет;
пересечения с осью OY: (0;3,5);

г) ;11 +=
x

y

пересечения с осью OX: (-1;0);
пересечения с осью OY график функции не имеет.
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§2. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ

3. Функции и их графики

40.

а) ( ) ;1
x

xxf +=  ( ) ( ) ;1,1010;
2
5

2
1;21 ==




−=− fff

б) ( ) ;
4

cos3 




 π−= xxf  ( ) ( ) ;

2
23;

2
230;0

4
−=π==





 π− fff

в) ( ) ;5 2xxxf −=  ( ) ( ) ( ) ;62;21;00 === fff

г) ( ) ;2sin2 xxf −=  ( )
2
3

12
5;20;3

4
=





 π==





 π− fff .

41.
а) ( ) ;22 xxxf +=

( ) ;2 0
2
00 xxxf +=

( ) ;341 2 ++=+ tttf

б) ( ) ;2xtgxf =
( ) ;2atgaf =
( ) ( );221 −=− btgbf

в) ( ) ;11 +=
x

xf

( ) ;0;11
0

0
0 ≠+= x

x
xf

( ) ;
2
32

+
+=+

a
aaf

г) ( ) ;
3

cos2 xxf =

( ) ;
3

cos2 zzf =

( ) .
33

cos2 




 +π=π+ hhf

42.
Графиком функции называется фигура, у которой каждому

значению аргумента соответствует одно значение функции,
поэтому:
а) и г) — являются графиками:
б) и в) — не являются графиками.

43.
а) ( ) { } { };3;1\034:\ 2 RxxxRfD ==++=

б) ( ) { } ( ] [ );;33;09: 2 +∞−∞−=≥−= UxxfD

в) ( ) { } { };2;4\082:\ 2 −==−+= RxxxRfD

г) ( ) { } [ ].6;6036: 2 −=≥−= xxfD
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44.

а) ( ) { };0\RfD =  б) ( ) ;
2

\






 ∈π+π= ZnnRfD

в) ( ) { };\ ZnnRfD ∈π=  г) ( ) { }.0\RfD =

45.

а) y = 2cos (x-
3
π ); D(y) = R; E(y) = [-2; 2];

б) у = 2 + 
3

4
−x

 ; D(y) = R \{x: x-3=0} = R\{3};

E(y) =R \ {2}, т.к. 
3

4
−x

≠ 0;

в) y = 
1

3
+x

 – 1; D(y) = R \ {x: x+1=0} = R\{-1};

E(y) = R \ {-1}, т.к. ≠
+1
3

x
0;

г) y = 3+ 0,5 sin (x+
4
π ); D(y) = R;

E(y) = 





2
7;

2
5 , т.к. sin (x + ∈π )

4
 [-1; 1].

46.
а) D(f) = [-5; 6];
б) D(f) = [-6; 4];  E(f) = [-2; 2];
в) D(f) = [-6; 1,5) U  (1,5; 6];  E(f) = [-3; 3);
г) D(f) = [-4; 3];  E(f) = (-1; 4].

47.
а) D(f) = [-2; 4]; E(f) = [-3; 3];

б) D(f) = [-5; 3]; E(f) = [2; 6];
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48.

а) График функции у = 
x
1 + 2 есть график функции у = 

x
1  со

сдвигом на две единицы вверх вдоль оси OY.

График функции у =
2

1
−x

есть график функции у = 
x
1  со сдвигом

на 2 единицы вправо по оси OX.

б) График функции y = cos x – 3 есть у = cos x со сдвигом на 3
единицы вниз по оси OY.

График функции y = cos(x +
4
π ) есть y = cos x  со  сдвигом на 

4
π

влево по оси OX.
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в) График функции у = 4-x2 есть у = -x2 со сдвигом на 4 единицы
вверх по оси OY.
График функции у = - (x-2)2 есть у = -x2 со сдвигом на 2 единицы

вправо по оси OX.

г) График функции y = sin x + 2 есть y = sin x со сдвигом на 2
единицы вверх по оси OY.

График функции y = sin (x + 
3
π ) есть у = sin x со сдвигом на π

3
влево по оси OX.
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49.
a)

б)

в)
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50.
a)

б)

в)

г)

51.

а)  f(x) = 




<−
≥

.0,
;0,

xx
xx  f(-2) = 2;  f 





−

3
1  = 

3
1 ;  f(0) = 0;   f(5) = 5.

б)  f(x) = 




−<−
−≥−

.1,1
;1,12

xx
xx  f(-2) = 3;  f(-1) = 0;  f(0) = -1;  f(4) = 15.
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в) f(x)=




≤−
>

.0,1cos
;0,sin

xx
xx  f 





 π−

2
=–1; f 





 π−

3
=– 1

2
; f(0)=0; f 





 π

6
= 1

2
.

г)  f(x)=






<−
=
>

.0,1
;0,0
;0,1

x
x
x

 f(-1,7)=-1; f(- 2 )=-1; f(0) = 0; f(3,8) = 1.

52.
а)

ABCMBN ∆∆ ~  и коэффициент подобия

равен 
n
x , т.е.

S
S

x
n

ABC

MNB
=

2

2 ;
h

bx
h
xbhSMNB 22

2

2

2
=∗= ;

),1(
2 2

2

h
xbhSSS MNBABCMNC −=−= причем x ];0[ h∈ .

б) S(x) = 
2

2xR ;

в) ( ) );2(2 +α=+=α rlrP

г) |AC| =|BD| = a 2 ;

|РD| = ;
24

2;
2

2
2

2

2

2

x
a

x
a

S
S

x
a

MND

ACD ==

т.е. 2xSMND = ;

,22 xaSSS MNDABCDMABCN −=−=  причем ].
2

2;0[ ax∈

53.

а) ;
2

23
2 −−

−
=

xx

x
y  D(y): );;2()2;

3
2[)(

;02
;023

2 ∞+=⇒




≠−−
≥−

UyD
xx

x

б) ;
16

43
2

2

x
xxy

−
−−=

);;4(]1;4()4;()(
;016

;043:)( 2

2
+∞−−−−∞=⇒





≠−
≥−−

UUyD
x
xxyD

в)  y= ;
23

2
x

x
−
+  ).;

2
3()

2
3;2[)(;023

;02:)( +∞−=⇒




≠−
≥+

UyDx
xyD

B C

N

DM

O

P

A
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г) ;
21

4 2

x
xy

−
−=  ].2;5,0()5,0;2[)(

;021
;04:)(

2
U−=⇒





≠−
≥− yD

x
xyD

54.
а) y=1+sin2x; D(y)=R;  E(y)=[1;2];

б) ;1
x

xy −=  D y R E y R( ) / { }; ( ) / { },= =0 1 т.к. .01 ≠
x

в) ;42 += xy  D(y) = R; E(y)= );;2[ +∞
г) y=1,5-0,5cos2x; D(y)=R; E(y)= ).5,1;1[

55.
а)

б)

в)
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г)

56.
a)

б)
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в)

г)

4. Четные и нечетные функции.
Периодичность тригонометрических функций

57.
а) f(x)=3x2-x4; f(-x)=3(-x)2-(-x)4 = f(x);

б) f(x) = ;
2

sin5 xx ⋅  );()
2

sin()( 5 xfxxxf =−⋅−=−

в) ;cos)( 2 xxxf =  );(cos)cos()()( 22 xfxxxxxf ==−−=−

г) ;4)( 26 xxxf −=  ).(4)()(4)( 2626 xfxxxxxf =−=−−−=−
И для всех f(x) (из пунктов а) б) в) г))  D(f)=R.

58.

а) ;15cos)(
x
xxf +=

D(f) = R/{0} – симметрична относительно (0;0);

f(-x)= );(15cos1)5cos( xf
x
x

x
x =+=

−
+−

б) ;
1

sin)( 2

2

−
=

x
xxf

D(f)=R/{ ± 1} – симметрична относительно (0;0);

);(
1

sin
1)(
)(sin)( 2

2

2

2
xf

x
x

x
xxf =

−
=

−−
−=−
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в) ;2
sin2

)( 3x

x

xf =

D(f)=R/{0} – симметрична относительно (0;0);

);(2
sin2

)(

)
2

sin(2
)( 33 xf

x

x

x

x

xf ==
−

−
=−

г) f(x)= ;
4
cos

2

3

x
x

−
D(f)=R/{ ± 2} – симметрична относительно (0;0);

).(
4
cos

)(4
)cos()( 2

3

2

3
xf

x
x

x
xxf =

−
=

−−
−=−

59.
а) f(x)= x3sin x2; f(-x)= -x3 sin(-x)2 = -f(x);
б) f(x)=x2(2x-x3); f(-x) = x2(-2x+x3)= -f(x);
в) f(x)=x5cos3x; f(-x)=-x5cos(-3x)=-f(x);
г)f(x)=x(5-x2); f(-x)=-x(5-(-x)2)=-f(x).
И для всех f(x) (из пунктов а) б) в) г)) D(f)=R.

60.

а) ;
2

1)( 3

4

x
xxf +=

D(f)=R/{0} – симметрична относительно точки (0;0);

);(
2

1
2

1)()( 3

4

3

4
xf

x
x

x
xxf −=+−=
−

+−=−

б) f(x)= ;
)25(

cos
2

3

xx
x
−

D(f)=R/{0; ± 5} – симметрична относительно точки (0;0);

);(
)25(

)cos()( 2

3
xf

xx
xxf −=
−−
−=−

в) ;
2

3)( 6 +
=

x
xxf  );(

2
3

2)(
3)(;)( 66 xf

x
x

x
xxfRfD −=

+
−=

+−
−=−=

г)  f(x)= ;
9

sin
2

2

−x
xx

D(f)=R/{ ± 3} – симметрична относительно точки (0;0);
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).(
9

sin
9)(

)sin()()( 2

2

2

2
xf

x
xx

x
xxxf −=

−
−=

−−
−−=−

Поэтому, функции f(x) (из пунктов а) б) в) г)) являются
нечетными.

61.
1) f-четная:

a) б)

в) г)

2)
f – нечетная:

a) б)

в) г)
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62.

а) );(
2

sin)2
2

sin()4()( xfxxxfTxf ==π+=π+=+

б) f(x+T)=f(x+
3
π )=2tg(3x+π )=2 tg3x= f(x);

в) f(x+T)=f(x+ );(4cos3)24cos(3)
2

xfxx ==π+=π

г) f(x+T)= .
3

)
3

()3( xctgxctgxf =π+=π+

Поэтому, число Т является периодом функции f(x).
63.
Функции f(x) (из пунктов а) б) в) г)) есть линейные комбинации

элементарных тригонометрических функций (sin х, cos х, tg х, ctg х),
которые являются периодическими. Поэтому и функции f(x)
являются периодическими.
64.

а) y x
1

1
2 4

= sin ;

Наименьший положительный период функции y=sin x есть 2π ,
поэтому наименьший положительный период функции y1(x) равен

;8
4/1

2 π=π=T

б) ;
2

331
xtgy =  ;

3
2

2/3
π=π=T

в) y1=4 cos 2x; ;
2

2 π=π=T

г) ;
3

51
xtgy =  .3

3/1
π=π=T

65.

а) ;
2
2sincossin xxxy ==  ;

2
2 π=π=T

б) y=sin x sin 4x - cos x cos 4x=-cos 5x; ;
5
2

5
2 π=π=T

в) y= sin2x-cos2x=-cos 2x; ;
2

2 π=π=T

г) y=sin 3x cos x + cos 3x sin x=sin 4x; ;
24

2 π=π=T

где Т – наименьший положительный период функции y(x).
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66.
а)

б)

в)

г)

67.

а) y= sin 2x; ;
2

2 π=π=T

б) y x
= cos ;

3
 T = =

2
1 3

6π π
/

;
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в) y= tg x
2

;  T = =
π π

1 2
2

/
;

г) y=sin 1,5x; ;
3
4

5,1
2 π=π=T

где Т — наименьший положительный период функции у(х).

68.
а) не прав, т.к. Т должно удовлетворять равенству )()( xftxf =+

для )( fDx∈∀ ;
б) не прав; в) не прав; г) не прав.

69.
а)  y=sin x + ctg x - x; D(y) =R \ { znn ∈π , };
y(-x)= -sin x - ctgx + x = -y(x) — функция нечетная;

б) 
x

x
xx

x
y

2sin
2

cossin
⋅

== ; D(у)=R\






 ∈π znn,

2
;

у(-х)=- )(
2sin

2
xy

x
x

−=  — функция нечетная;

в) у=х4+tg2x+xsinx; D(у)=R\






 ∈π+π zkk,

2
у(-х)=(-х)4+tg2(-х)+(-х)sin(-х)=у(х) — функция четная;

г) 
x
ctgxtgxy −= ; D(у)=R\







 ∈π znn ,

2
;
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у(-х)= )(xy
x
ctgxtg

−=
−
+−  функция нечетная.

70.

а) 
1

sin
3 −

=
x

xy ;

D(у)=R\{ }1  — несимметричная относительно нуля, поэтому
у(х) — функция общего вида;

б) 
xx
xxy

sin
sin

−
+= ; D(у)=R\{ }0 ;

у(-х)=
xx
xx

sin
sin

+−
−− =у(х) — функция является четной;

в) 
x
xy

−
−=

1
1 2

; D(у): ⇒




≠−
≥−
01

01 2

x
x D(у)=[-1;1) – не симметрична

относительно нуля, т.е у(х) – функция общего вида.

г) 
xx

tgxxy
cos
+= ; D(у)=R\







 ∈π+π znn \

2
;0 .

xx
tgxx

xx
tgxxxy

coscos
)( +

=
⋅−
−−

=− =у(х) — функция является четной.

71.
а) из графика видим, что

функция симметрична
относительно оси ОХ,
поэтому функция является
четной.
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б) Из графика видим, что
функция симметрична
относительно точки (0;0),
поэтому функция является
нечетной.

72.
а) h(x)=f(x)g2(x), где f - четная и g - нечетная функции;
h(-x)=f(-x)⋅g2(x)= f(x)⋅g2(x)=h(x).
т.е. h(x) – четная функция;
б) h(x)=f(x)=g(x), где f и g четные функции,
h(-x)=f(-x)-g(x)=f(x)-g(x)=h(x),
т.е. h(x) – четная функция;
в) h(x)= f(x)+g(x), где f и g нечетные функции;
h(-x)=f(-x)+g(-x)=-(f(x)+g(x))=-h(x).
т.е. h(x)нечетная функция;
г) h(x)=f(x)g(x), где f и g нечетные функции;
h(-x)=f(-x)g(-x)=(-f(x)(-g(x))=f(x)g(x)=h(x),
т.е. h(x) – четная функция.

73.

а). 
2

2cos1sin 2 xxy −== ; π=π=
2

2T .

б). y=tgx⋅ctgx=1, причем  D(у)=R\






 ∈π Zkk ,

2
;

Очевидно, что 
2
π=T ;

в) y=sin4x-cos4x=sin2x-cos2x=-cos2x; π=π=
2

2T ;

г) xxxy sin1
2

cos
2

sin
2

+=




 += ; π=π= 2

1
2T ;

где Т – наименьший положительный период функции у(х).
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74.
a)

б)

в)

г)

75.
Допустим, функция у=f(x) имеет период Т, т.е у(х±Т)=у(х), тогда

для функции у1=аf(x)+b:
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у1(х±Т)=a(у(х±Т))+b=ау(х)+b=аf(х)+b=у1(х). Причем D(у1)=D(у).
Поэтому у1(х) является периодической.

76.
а) у=х2-3; при х=1 (∈D(у)):
у(х+2)=у(3)=6≠1=у(2).
Т.е. Т=2 не период функции у(х);
б). y=cosx; При х=π (∈D(у)):
у(х+2)=cos(π+2)=- cos2≠-1=cos(π)=y(π).
Т.е. Т=2 - не период функции у(х);
в) у=3х+5 есть функция не периодическая, т.е. Т=2 не период

функции у(х)
г) у=х есть функция не периодическая, т.е. Т=2 — не период

функции у(х).

5. Возрастание и убывание функций. Экстремумы.

77.
а) [ ] [ ]x ∈ − − ∪7 5 1 5; ;  — промежуток возрастания ;

[ ] [ ]7;51;5 ∪−∈x  — промежуток убывания;
    хmax1=–5; ymax1 =5;  хmax2=5; ymax2 =3; хmin1=1; уmin1=–3;
б) [ ] [ ]x ∈ − − ∪ −6 4 2 4; ;  — промежуток возрастания;

[ ] [ ]x ∈ − − ∪4 2 4 5; ;  — промежуток убывания;
хmax1=–4; ymax1 =3;  хmax2=4; ymax2 =5; хmin1=–2; уmin1=–2;
в) [ ]x ∈ − 3 3;  — промежуток возрастания;

[ ] [ )∞+∪∞−∈ ;33;x  — промежуток убывания;
хmax1=3; ymax1 =2;  хmin=–3; уmin=–2;
г) х∈[-4;-2]∪[0;2] ∪[4;6] – промежуток возрастания;
х∈[-6;-4]∪[-2;0] ∪[2;4] — промежуток убывания;
хmax1=–2; ymax1 =3;  хmax2=2; ymax2 =3; хmin1=–4; уmin1=–2; хmin2=0;

уmin2=0; хmin3=4; уmin3=–2;

78.
а)
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б)

в)

г)

79.
а)
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б)

в)

г)
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80.
а)

б)

в)

г)
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81.
Пусть х2>x1, тогда y(x2)-y(x1)= kx2+b-kx1-b=k(x2-x1).
a) k>0, то y(x2)-y(x1)>0, т.е. функция возрастает на R;
б) k>0, то y(x2)-y(x1)<0, т.е функция убывает на R.
(т.к. x1, х2 любые точки на R).

82.
а) y=-х2+6х-8=1-(х-3)2.
Очевидно, хmax=3, ymax=1.
Если х∈(-∞; 3], то функция возрастает;
Если х∈[3;+∞), то функция убывает.
б) у=(х+2)4+1.
Очевидно, ymin=1 и x min=-2.
При х∈(-∞;-2], функция убывает и
при х∈[-2;+∞) функция возрастает.
в) у=х2-4х=(х-2)2-4.
Очевидно, что xmin =2; уmin=-4
При х∈(-∞;2] функция убывает;
при х∈[2;+∞) функция возрастает.
г) у=(х-3)4;
Очевидно, что ymin=0; хmin=3
При х∈(-∞;0] функция убывает;
при х∈[0;+∞) функция возрастает.

83.

а) 
2

3
−

=
x

y ; D(у)=R\ { }2 ;

При х1<x2<2: у(х2)-у(х1)= 0
)2)(2(

)(3

12

21 <
−−

−
xx
xx , т.е. на (-∞;2) функция

убывает; аналогично на (2;+∞) функция убывает.

y
x

=
−
3

2
 убывает на каждом из промежутков D(у), следовательно,

она не имеет точек минимума и максимума;
б). у=-(х+3)5; D(у)=R;
то для х1<x2: (-x1-3)5<(-х2-х3)5, т.е.
у(х1)<у(х2) — функция убывает на R. Следовательно, не имеет

точек максимума и минимума;

в) 
3

1
+

−=
x

y ; D(у)=R\{ }3−

x1; х2∈R: x1<x2<-3, то
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0
)3)(3(

)()(
21

12
12 <

++
+−

=−
xx

xx
xyxy  функция возрастает на (-∞; -3).

Аналогично, она возрастает на (-3; +∞), т.к. 
3

1
+

−=
x

y  возрастает

на D(у), то она не имеет точек максимума и минимума;
г) у=(х-4)3; D(у)=R;
то для x1<x2 : (х1-4)3<(x2<4)3;
у(х1)<у(х2), т.е. функция возрастает на R и не имеет точек

максимума и минимума.
84.
а) у=3sinx-1.

Имеем дело с синусоидой, поэтому, на 



 π+ππ+π nn 2

2
3;2

2
, n∈Z

функция убывает;

на 



 π+ππ+π− nn 2

2
;2

2
 n∈Z функция возрастает;

nx π+π−= 2
2min ; уmin=-4, n∈Z; kx π+π= 2

2max ; умах=2, k∈Z;

б)у=-2cosx+1;
Функция убывает на [-π+2πn; 2πn] n∈Z;
Функция возрастает на  [2πn; π+2πn] n∈Z;
хmin=2πn, уmin=-1; хмах=π+2πn; умах=3, n∈Z
в) у=2cosх+1,
Функция убывает на [-π+2πn; 2πn] n∈Z;
Функция возрастает на [2πn; π+2πn]; n∈Z;
хmin=π+2πn; уmin=-1; хмах=2πn; умах=3, n∈Z;
г) у=0,5sinx-1,5;

Функция убывает на 



 π+ππ+π nn 2

2
3,2

2
 n∈Z;

Функция возрастает на 



 π+ππ+π− nn 2

2
;2

2
; n∈Z;

хmin= nπ+π− 2
2

; уmin=-2; хмах= nπ+π 2
2

; умах=-1, n∈Z;

85.

а) у=1+tgх; D(у)=R/






 ∈π+π znn /

2
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Функция возрастает на 




 π+ππ+π− nn

2
;

2
, n∈Z;

Точек мах и min нет
б) у=sinx+1; D(у)=R;

Функция возрастает на 



 π+ππ+π− nn 2

2
;2

2
 n∈Z;

Функция убывает на 



 π+ππ+π nn 2

2
3;2

2
 n∈Z;

nx π+π−= 2
2min ; 0min =y ; nx π+π= 2

2max ; умах=2; n∈Z;

в) у=-tgx; D(y)=R/






 ∈π+π znn /2

2
;

Функция убывает на  




 π+ππ+π− nn

2
;

2
; n∈Z;

точек мах и min нет;
г) у=cosx-1; D(у)=R;
Функция убывает на (2πn; π+2πn]; n∈Z;
Функция возрастает на [π+2πn; 2π+2πn]; n∈Z;
хmin=π+2πn; уmin=-1; хмах=2π+2πn; умах=0, n∈Z;

86.

a) Т.к. π<π<π<
7

3
9

20 , то 
7

3cos
9

2cos π>π ,

в силу убывания y=cos x на [0; π];

б) Т.к. 
2

3
9

7
7

5
2

π<π<π<π , то sin
8

7sin
7

5 π>π ,

т.к. у=sinх ↓ на 



 ππ

2
3;

2
;

в) Т.к. 
2

3
7

9
5

6
2

π<π<π<π , то tg
7

9
5

6 π>π tg , т.к.

у=tgх ↑ на 




 ππ

2
3;

2
,

г) Т.к.
29

4
8

3
2

π<π<π<π− , то sin
9

4sin
8

3 π>π ,

т.к. у=sinx ↑ на 



 ππ−

2
;

2
.
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87.

а) 
2

38,32,33,1
2

π<<<−π<π  и

у=sinх ↓ на ⇒



 ππ

2
3;

2
sin 3,8<sin3,2<sin1,3;

б) 0<0,9<1,3<1,9<π и y=cosx ↓ на[0; π] ⇒ сos 1,9<cos1,3<cos0,9;

в) 
2

4,15,03,0
2

π<<<−<π−  и tgх ↑ на ⇒




 ππ−

2
;

2
tg(-

0,3)<tg0,5<tg1,4;

г) 
2

2,18,02,1
2

π<<<−<π−  и у=sinx ↑ на





 ππ−

2
;

2
 ⇒ sin (-1,2) < sin 0,8 < sin 1,2.

88.

а) 1
)2(

1
2 +

−
=

x
y ; D (y) = R \{2}.

x1 < x2 < 2, то ⇒
−

<
− 2

2
2

1 )2(
1

)2(
1

xx
 функция возрастает на (-∞;2);

Аналогично, функция убывает на (2;+∞);
Точек max и min нет.
б) 24 xxy −= ;





<+−−
≥+−−=⇔





<−−
≥−=

;0,4)2(
;0,4)2(

;0,4
;0,4

2

2

2

2

xx
xxy

xxx
xxxy     

Т.е. функция возрастает при x∈(0;-2]∪[0;2];
убывает при x∈[-2;0]∪[2;+∞);

xmax = 2; ymax = 4; xmax = -2; ymax = 4;
xmin = 0; ymin = 0.

в) 2
)1(

1
3
−

+
=

x
y ;  D (y) = R / {-1}.

Если x1 < x2 < -1, то 
3

2
3

1 )1(
1

)1(
1

+
>

+ xx
, т.е. функция убывает

на (-∞;-1);
Аналогично, функция убывает на (-1;+∞);
Точек max и min нет.
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г) y = x2 - 2x; 




<−+
≥−−=

;0,1)1(
;0,1)1(

2

2

xx
xxy

Т.е. функция возрастает при x∈[-1;0]∪[1; +∞);
убывает при x∈(-∞;-1]∪[0;1];

xmin = 1; ymin = -1; xmin = -1; ymin = -1; xmax = 0; ymax = 0.
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89.

а) );
4

cos( π−= xy  D (y) = R;

;2)
4

( max nx π=π+′  ;2
4max nx π+π−=  ;1max =y .Zn ∈

;2)
4

( min nx π+π=π+  ;2
4

3
min nx π+π=  ;1min −=y .Zn ∈

Функция убывает на ;,2
4

3;2
4

Znnn ∈



 π+ππ+π−

возрастает на .,2
4

;2
4

3 Znnn ∈



 π+π−π+π−

б) );
3

sin(1 π−−= xy D (y) = R;

;2
6

5
min nx π+π=  ;;0min Zny ∈=  ;2

6max nx π+π−=   ymax = 2; n∈Z.

Функция убывает на ;,2
6

5;2
6

Znnn ∈



 π+ππ+π−

возрастает на .,2
6

11;2
6

5 Znnn ∈



 π+ππ+π

в) );
6

sin( π+= xy D (y) = R;

;2
3

4
min nx π+π=  .;1min Zny ∈−=  ;2

3max nx π+π=   ymax = 1; n∈Z.

Функция возрастает на ;,2
3

;2
3

2 Znnn ∈



 π+ππ+π−

убывает на .,2
3

4;2
3

Znnn ∈



 π+ππ+π

г) );
3

cos(2 π−+= xy  ;2
3

2
min nx π+π−=  .;1min Zny ∈=

;2
3max nx π+π=   ymax = 3; n∈Z.

Функция убывает на ;,2
3

4;2
3

Znnn ∈



 π+ππ+π
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возрастает на .,2
3

;2
3

2 Znnn ∈



 π+ππ+π−

90.

а) ;
9

7cos
9

25cos π=π  ;
10
3cos

3
4sin π=π  );

9
5cos()

9
5cos( π=π−

т.к. π<π<π<π<π<
9

7
9

5
9

4
10
30 и

y = cos x ↓ на [0;π] ⇒ .
9

4sin
9

4cos)
9

5cos(
9

25cos π<π<π−<π

б) ;
7

2)
7

5( π=π− tgctg  );
8

3(
8

15 π−=π tgctg

т.к. 
28

3
7

2
8

3
16
7

2
π<π<π<π−<π−<π− и

y = tg x ↑ на )
2

;
2

( ππ− , то  ;
8

3
7

2)
8

3()
16
7( π<π<π−<π− tgtgtgtg

.
8

3)
7

5(
8

15)
16
7( π<π−<π<π− tgtgctgtg

в) ;
5

2
5

12 π=π ctgctg  ;
5

2
5

6 π=π ctgtg

π<π<π<π<π<
10
9

15
7

5
2

10
30  и y = ctg x ↓ на (0;π), то

.
5

6
5

12
15
7

10
9 π<π<π<π tgсtgctgсtg

г) );
24

sin(
24

13cos π−=π  ;
6

sin
6

17sin π=π

224
5

62412
5

2
π<π<π<π−<π−<π−  и y = sin x ↑ на 



 ππ−

2
;

2
 , то

.
24
5sin

6
17sin

24
13cos)

12
5sin( π<π<π<π−

91.
а) f(x) = x4 + 3x;
Пусть x1, x2 ∈ [0;+∞) и x1< x2, то ;33 2

4
21

4
1 xxxx +<+

f(x1) < f(x2), т.е. функция возрастает.
б) f(x) = - x3 - 2x;
Пусть x1, x2 ∈ R и x1< x2, то ;22 3

221
3
1 xxxx −−>−−
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f(x1) > f(x2), т.е. функция убывает.
в) f(x) = x6 – 0.5;
Пусть x1, x2 ∈ (-∞;0] и x1< x2, то ;5.0)(5.0)( 6

1
6

2 −+<−+ xx
f(x1) > f(x2), т.е. функция убывает.
г) f(x) = x5 + 1.5x;
Пусть x1, x2 ∈ R и x1< x2, то ;5.15.1 2

5
21

5
1 xxxx +<+

f (x1) < f(x2), т.е. функция возрастает.
92.
а) Если f – четная функция, то f(x0) = f(-x0), следовательно, если x0

– точка максимума, то и (-x0) – точка максимума.
б) Пусть f – нечетная функция и на [a;b] f(x) ↓, т.е. для любых
x1, x2 ∈ [a;b], x1< x2: f (x1) > f(x2). Тогда в силу нечетности, для любых

-x1 и -x2  x1, x2 ∈[-b;-a], что x1>x2 f (x1)<f(x2), т.е. f (x)↓ на [-b;-a].
в) Если f – нечетная функция, то f(x0) = -f(-x0), следовательно, если

x0 – точка максимума, то (-x0) – точка минимума.
г) Пусть f – четная функция и на [a;b] f(x)↑, т.е. для любых
x1, x2 ∈ [a;b], что x1< x2 и f (x1) < f(x2). Тогда в силу четности для

любых -x1 и -x2  из [-b;-a], что x2 < x1: f (-x1) < f(-x2), т.е. на [-b;-a]
функция убывает.

6. Исследование функций

93.
а) D(f) = [-8;5]; E(f) = [-2;5]; f(x) = 0, если x = 1; f(0) = 2.5;
f(x) > 0 на [-8;1); f(x) < 0 на (1;5];
f(x) ↓ на [-8;-5]∪[-1;3]; f(x) ↑ на [-5;-1]∪[3;5].
xmin = -5; ymin = 1; xmin = 3; ymin = -2;
xmax = -1; ymax = 3.
f(5) = 0, f(-8) = 5.
б) D(f) = R \ {-2}; E(f) = R \ {2};
f(x) = 0, если x = 0; f(0) = 0;
f(x) > 0 на [-∞;-2)∪(0; +∞); f(x) < 0 на (-2;0);
f(x) ↑ на (-∞;-2)∪(-2;+∞);
y = 2 – горизонтальная асимптота;
x = -2 – вертикальная асимптота.
в) D(f) = [-6;6]; E(f) = [-2;2];
f(-x)= -f(x), следовательно функция нечетная;
f(x) = 0, если x = 0;±4; f(0) = 0;
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f(x) > 0 на (-4;0)∪(4;6]; f(x) < 0 на [-6;-4)∪(0;4);
f(x) ↑на [-6;-2]∪[2;6]; f(x) ↓на [-2;2].
xmin = 2; ymin = -2; xmax = -2; ymax = 2.
f(-6) = -2, f(6) = 2.
г) D(f) = [-5;7]; E(f) = [-3;3];
f(x) = 0, если x = 5;-4;±1; f(0) = 1;
f(x) > 0 на [-5;-4)∪(-1;1)∪(5;7]; f(x) < 0 на (-4;1)∪(1;5);
f(x) ↓ на [-5;-3]∪[0;3]; f(x) ↑ на [-3;0]∪[3;7].
xmin = -3; ymin = -2; xmin = 3; ymin = -3;
xmax = 0; ymax = 1.
f(7) = 3, f(-2) = -1.

94.
а)

б)

в)
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г)

95.
а) f(x) = 5 – 2x;
D(f) = R; E(f) = R;

f(x) = 0, если x = 
2
5 ; f(0) = 5;

f(x) > 0 если x ∈ (-∞;
2
5 );

f(x) < 0 если x ∈ (
2
5 ;+∞);

Функция убывает на R. Точек max и min нет.

б) f(x) = 3 – 2x – x2 = 4 – (x + 1)2;
D(f) = R; E(f) = (-∞;4];
f(x) = 0, если x = -3; x = 1; f(0) = 3;
f(x) > 0 на (-3;1);
f(x) < 0 на (-∞;3)∪(1; +∞);
f(x) ↑ на (-∞; -1].
f(x) ↓ на [-1; +∞);
xmax = -1;
ymax = 4.
в) f(x) = 3x - 2;
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D(f) = R; E(f) = R;

f(x) = 0, если x = 
3
2 ; f(0) = -2;

f(x) < 0 если x ∈ (-∞;
3
2 );

f(x) > 0 если x ∈ (
3
2 ;+∞);

Функция возрастает на R.
Точек max и min нет.

г) f(x) = x2 – 3x +2 = -0.25 + (x - 
2
3 )2;

D(f) = R; E(f) = [-
4
1 ;+∞);

f(x) = 0, если x = 1; x = 2; f(0) = 2;
f(x) > 0 на (-∞;1)∪(2; +∞);
f(x) < 0 на (1;2);

f(x) ↓ на (-∞;
2
3+ ]; f(x) ↑ на [

2
3 ;+∞).

xmin = 
2
3 ; ymin = 

4
1− .

96.

а) f(x) = 21 −
x

;

D(f) = R / {0}; E(f) = R / {-2};
f(x) = 0, если x = 0 и x = 5;

f(x) < 0 если x ∈ (-∞;0)∪(
2
1 ;

+∞);

f(x) > 0 если x ∈ (0;
2
1 );

f(x) ↓ на (-∞;0)∪(0; +∞);
y = -2 и x = 0 – асимптоты. Точек max и min нет.
б) f(x) = - (x–3)4;
D(f) = R; E(f) = R;
f(x) = 0, если x = 0 и x = 5; f(0) = -81;
f(x) < 0 на D(f) / {3};
f(x) ↓ на [3; +∞);
f(x) ↑ на (-∞;3];
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xmax = 3; ymax = 0.

в) f(x) = 
2

1
+x

;

D(f) = R / {-2}; E(f) = R / {0};

f(x) ≠ 0;  f(0) = 
2
1 ;

f(x) < 0 если x ∈ (-∞;-2);
f(x) > 0 если x ∈ (-2; +∞);
y = 0 и x = -2 – асимптоты.

Точек max и min нет.
г) f(x) = x3-1;
D(f) = R; E(f) = R;
f(x) = 0 при x =1; f(0) = -1;
f(x) < 0 если x ∈ (-∞;1);
f(x) > 0 если x ∈ (1; +∞);
f(x) ↑ на R;
Точек max и min нет.

97.
а) f(x) = 3−x ;
D(f) = [3; +∞); E(f) = [0; +∞);
f(x) = 0 при x =3; f(0) не

определено;
f(x) > 0 если x ∈ (3; +∞);
f(x) ↑ на D(f);

б) f(x) = 4x–x2 = 4-(x-2)2;
D(f) = R; E(f) = (-∞;4];
f(x) = 0, если x = 0 или x = 4;
f(x) < 0 если x ∈ (-∞;0)∪(4; +∞);
f(x) > 0 если x ∈ (0;4);
f(x) ↓ на [2; +∞);
f(x) ↑ на (-∞;2];
xmax = 2;
ymax = 4.
в) f(x) = 1+x ;
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D(f) = [-1; +∞); E(f) = R+;
f(x) = 0 при x = -1; f(0) = 1;
f(x) > 0 если x ∈ (-1; +∞);
f(x) ↑ на D(f);
Точек max и min нет.
г) f(x) = 4-x2;
D(f) = R; E(f) = (-∞;4];
f(-x) = f(x) – четная функция;
f(x) = 0, если x = ±2; f(0) = 4;
f(x) < 0 если x ∈ (-∞;-2)∪(2; +∞);
f(x) > 0 если x ∈ (-2;2);
f(x) ↑ на (-∞;0];
f(x) ↓ на [0; +∞);
xmax = 0.
ymax = 4;

98.
а) f(x) = x4+4x2 = (x2+2) 2-4;
D(f) = R; E(f) =R+;
f(-x) = f(x) – функция четная;
f(x) = 0, если x =0;
f(x) > 0 если R / {0};
f(x) ↓ на R-;
f(x) ↑ на R+;
xmin = 0.
ymin = -4;
б) f(x) = 41 +− x ;
D(f) = [-4; +∞); E(f) = (-∞;1];

f(x) = 0, если x = -3; f(0) = -1;
f(x) < 0 если x ∈(-3; +∞);
f(x) > 0 если x ∈ [-4;-3);
f(x) ↓ на [-4; +∞);
xmax = -4.
ymax = 1;

в) f(x) = x3+x;
D(f) = R; E(f) = R;
f(x) = 0 при x =0;
f(x) < 0 если x ∈ (-∞;0);
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f(x) > 0 если x ∈ (0; +∞);
f(x) ↑ на R;
Точек max и min нет.

г) f(x) = 22 −−x ;
D(f) = [2; +∞); E(f) = [-2;+∞);
f(x) = 0, если x = 6;
f(x) < 0 если x ∈[2;6);
f(x) > 0 если x ∈ (6; +∞);
f(x) ↑ на D(f);
xmin = 2;
ymin = 2.

99.
а) f(x) = x2- x2 +1 =

= 22 )1(12)( xxx +=+− ;
D(f) = R; E(f) =R+;
f(-x) = f(x) – четная функция;
f(x) = 0, если x ± 1; f(0) = 1
f(x) > 0 если
x ∈ (-∞;-1)∪(-1;1);∪(1; +∞);

f(x) ↓ на (-∞;-1]∪[0;1];
f(x) ↑ на [-1;0]∪(1; +∞);
xmin  = ±1;
ymin = 0;
xmax  = 0;
ymax = 1.

б) f(x) = 
1

21
−

+
x

;

D(f) = R / {1}; E(f) = R / {1};
f(x) = 0, если x = -1; f(0) = -1
f(x) < 0 если x ∈ (-1;1);
f(x) > 0 если x ∈ (-∞;-1)∪(1; +∞);
y = 1 и x = 1 – асимптоты.
Точек max и min нет.
f(x) ↓ на D(f).
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в) f(x) = 22 )
2
1(25.0 −−=− xxx ;

D(f) = R;

E(f) = (-∞;
4
1 ];

f(-x) = f(x) – четная функция;
f(x) = 0, если x ± 1; x =0;
f(x) > 0 если x ∈ (-1;1);
f(x) < 0 если x ∈ (-∞;-1)∪(1; +∞);

f(x) ↓ на ];
2
1[]0;

2
1[ +∞∪− ; f(x) ↑ на ]

2
1;(]

2
1;0[ −−∞∪ ;

xmin  = 0;ymin = 0;

xmax  = 
2
1± ; ymax = 

4
1 .

г) f(x) = 
x
12 + ;

D(f) = R / {0}; E(f) = R / {-2};

f(x) = 0, если x = 
2
1− ;

f(x) < 0 если x ∈ (
2
1− ;0);

f(x) > 0 если

x ∈ (-∞;
2
1− )∪(0; +∞);

y = 2 и x = 0 – асимптоты.
Точек max и min нет.
f(x) ↓ на D(f).

7. Свойства тригонометрических функций.
Гармонические колебания.

100.

а) ;
3

sin
3

28sin;
5

2
5

18 π−=ππ−=π tgtg

б) ;
5

2)
5

8(;
8

cos)
8

15cos( π=π−π=π− ctgctg
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в) ;
88

15;
5

sin)
5

14sin( π−=ππ−=π− tgtg

г) .
99

35;
7

cos
7

20cos π−=ππ−=π ctgctg

101.
а) D(f) = R; E(f) = [-4;2];

б) D(f) = R / { Znn ∈/
3
π }; E(f) = R;

в) D(f) = R / { Znn ∈+ /2ππ }; E(f) = R;

г) D(f) = R; E(f) = [
2
3;

2
1− ].

102.
а) f(x) = -sin 3x;

f(x) = 0, если x = Znn ∈,
3

π ;

f(x) < 0 если x ∈ ;),
3

2
3

;
3

2( Znnn ∈+ πππ

f(x) > 0 если x ∈ ;),
3

2;
3

2
3

( Znnn ∈+− πππ

б) f(x) = 
3

2xtg ;

f(x) = 0, если x = Znn ∈,
2

3π ;

f(x) < 0 если x ∈ ;),
2

3;
2

3
4

3( Znnn ∈+− πππ

f(x) > 0 если x ∈ ;),
2

3
4

3;
2

3( Znnn ∈+ πππ

в) f(x) = 
2

cos x ;

f(x) = 0, если x =π+2πn, n∈Z;
f(x) > 0 если x ∈ (-π+4πn; π+4πn), n∈Z;
f(x) < 0 если x ∈(π+4πn; 3π+4πn), n∈Z;
г) f(x) = ctg 2x;

f(x) = 0, если x = Znn ∈+ ,
24

ππ ;
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f(x) < 0 если x ∈ ;),
22

;
24

( Znnn ∈π+ππ+π

f(x) > 0 если x ∈ .),
24

;
2

( Znnn ∈π+ππ

103.
а) f(x) = 4cos3x;

f(x) ↑ на ;],
3

2;
3

2
3

[ Znnn ∈+− πππ

f(x) ↓ на .],
3

2
3

;
3

2[ Znnn ∈+ πππ

xmin  = 
3

2
3

nππ + ; ymin = -4; n∈Z;

xmax  = ;
3

2 nπ  ymax = 4; n∈Z.

б) f(x) = 
4

5.0 xсtg ; f(x) ↓ на R \ {4πn, n∈Z};

Точек max и min нет.

в) f(x) = 
2

2 xtg ; f(x) ↑ на R \ {π + 2πn, n∈Z};

Точек max и min нет.
г) f(x) =0.2sin4x;

f(x) ↑ на ;],
28

;
28

[ Znnn ∈π+ππ+π−

f(x) ↓ на .],
28

3;
28

[ Zkkk ∈π+ππ+π

xmin  = 
28
nππ +− ;  ymin = -0.2; n∈Z;

xmax  = 28
nππ + ;  ymax = 0.2; n∈Z.

104.

а) f(x) = 
3

cos5.0 x ;

D(f) = R; E(f) = [
2
1;

2
1− ];

f(-x) = f(x) – четная функция;
периодическая: Т = 6π;
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f(x) = 0, если x = Znn ∈+ ,3
2

3 ππ ;

f(0) = 
2
1 ;

f(x) > 0 на Znnn ∈++− ),6
2

3;6
2

3( ππππ ;

f(x) < 0 на Znnn ∈++ ),6
2

9;6
2

3( ππππ ;

f(x) ↑ на [-3π+6πn; 6πn], n∈Z;
f(x) ↓ на [6πn; 3π+6πn], n∈Z.

xmin = 3π+6πn, n∈Z; ymin = 
2
1− ;

xmax = 6πn, n∈Z; ymax = 
2
1 .

б) f(x) = -2 sin2x;
D(f) = R; E(f) = [-2;2];
f(-x) = -f(x) – нечетная функция;
периодическая с Т = π;

f(x) = 0, если x = Zkk ∈,
2

π ;

f(0) =0;

f(x) > 0 на Zkkk ∈+− ),;
2

( πππ ;

f(x) < 0 на Zkkk ∈+ ),
2

;( πππ ;

f(x) ↑ на Zkkk ∈++ ],
4

3;
4

[ ππππ ;

f(x) ↓ на Zkkk ∈π+ππ+π− ],
4

;
4

[ .
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xmin = Zkk ∈+ ,
4

ππ ;

ymin = -2;

xmax = Zkk ∈+ ,
4

3 ππ ;

ymax = 2.

в) f(x) = -1.5 cos3x;

D(f) = R; E(f) = [
2
3;

2
3− ];

f(-x) = f(x) – четная функция;

периодическая с Т = π
3
2 ;

f(x) = 0, если x = 
2
3)0(;,

36
−=∈π+π fZnn ;

f(x) > 0 на ;,
3
2

2
;

3
2

6
Znnn ∈





 π+ππ+π

f(x) ↑ на Znnn ∈π+ππ ],
3

2
3

;
3

2[ ;

f(x) ↓ на Zknn ∈ππ+π− ],
3

2;
3

2
3

[ .

xmax = Znn ∈π+π ,
3

2
3

;

ymax = 
2
3 .

xmin = Znn ∈π ,
3

2 ;

ymin = 
2
3− ;



60

г) f(x) = 
2

sin3 x ;

D(f) = R; E(f) = [-3;3];
f(-x) = -f(x) – нечетная функция;
периодическая с Т = 4π;
f(x) = 0, если x = 2πk, k∈Z;
f(x) > 0 на (4πk; 2π+4πk), k∈Z;
f(x) < 0 на (-2π+4πk; 4πk), k∈Z;
f(x) ↑ на [-π+4πn; π+4πn], n∈Z;
f(x) ↓ на [π+4πk; 3π+4πk], k∈Z;
xmax =π+4πn, n∈Z; ymax = 3;
xmin =π+4πn, n∈Z; ymin = -3.

105.

а) f(x) = xtg2
2
1 ;

D(f) = R / { Znn ∈+ ,
24

ππ }; E(f) = R;

f(-x) = -f(x) – нечетная функция;
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периодическая с Т =
2
π , поэтому достаточно исследовать ее на

одном периоде;

f(x) = 0, если x = Znn ∈,
2

π ;

f(0) =0;

f(x) > 0 при Znnnx ∈




 π+ππ∈ ,

24
;

2
;

f(x) < 0 при Zkkkx ∈




 π+ππ+π−∈ ,

24
;

24
Функция возрастает на каждом из интервалов D(f);
Точек max и min нет.

б) f(x) = 
2

3cos3 x− ;

D(f) = R; E(f) = [-3;3];
f(-x) = f(x) – четная функция;

периодическая с Т =
3

4π ;

f(x) = 0, если x = Znn ∈+ ,
3

2
3

ππ ;

f(0) = -3;

f(x) > 0 при Znnnx ∈




 π+ππ+π∈ ,

3
4;

3
4

3
;

f(x) < 0 при Zkkkx ∈




 π+ππ+π−∈ ,

3
4

3
;

3
4

3
;

f(x)↑при Zkkkx ∈



 π+ππ∈ ,

3
4

3
2;

3
4 ; f(x)↓при Zknnx ∈



 ππ+π−∈ ,

3
4;

3
4

3
2 .
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xmax = Zkk ∈π+π ,
3
4

3
2 ; ymax = 3;

xmin = Znn ∈π ,
3
4 ; ymin = -3.

в) f(x) = 
3

2 xctg− ;

D(f) = R / {3πn, n∈Z}; E(f) = R;
f(-x) = -f(x) – нечетная функция;
периодическая с Т =3π;

f(x) = 0, если x = Znn ∈+ ,3
2

3 ππ ;

f(x) < 0 при Zkkkx ∈




 π+ππ∈ ,3

2
3;3 ;

f(x) > 0 при Znnnx ∈




 ππ+π−∈ ,3;3

2
3 ;

Функция возрастает на каждом из интервалов D(f);
Точек max и min нет.

г) f(x) = 
3

4sin
2
5 x ; D(f) = R; E(f) = [

2
5;

2
5− ];

f(-x) = -f(x) – нечетная функция; периодическая с Т =
2

3π ;
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f(x) = 0, если x = Znn ∈,
4

3π ;

f(0) = 0; f(x) > 0 на )
4

3;0( π ;  f(x) < 0 на )0;
4

3( π− ;

f(x) ↑ на ]
8

3;
8

3[ ππ− ; f(x) ↓ на ]
8

9;
8

3[ ππ .

xmax = 
8

3π ; ymax = 2
5 ; xmin = 

8
3π− ; ymin = 

2
5− .

106.

а) x(t) = tπ4cos
2
7 ; A = 

2
3 (см); ω = 4π (рад/с); Т = 

2
1 (с);

)
12
1(x = 1.75(см).

б) x(t) = )
6

3cos(5 ππ +t ; A = 5(см); ω = 3π (рад/с); Т = 
3
1 (с);

2
5)

2
9( =x (см).

в) x(t) = tπ6cos5.1 ; A = 1.5(см); ω = 6π (рад/с); Т = 
3
1 (с);

2
3)

3
4( =x (см).

г) x(t) = )
32

cos(
2
1 ππ +t ; A = 

2
1 (см); ω = 

2
π  (рад/с); Т = 4(с);

x(8) = 
4
1 (см).

107.

а) I(t) = tπ50sin
4
1 ; A = 

4
1 (A); ω = 50π (рад/с); Т = 

25
1 (с).
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б) I(t) = tπ20sin5 ; A = 5(A); ω = 20π (рад/с); Т = 
10
12 =

ω
π (с).

в) I(t) = tπ10sin
2
1 ; A = 

2
1 (A); ω = 10π (рад/с); Т = 

5
1 (с).

г) I(t) = tπ30sin3 ; A = 3(A); ω = 30π (рад/с); Т = 
15
1 (с).

108.

а) U(t) = tπcos220 ; A = 220(В); ω = 60π (рад/с); Т = 
30
1 (с).

б)A = 110(В); ω = 30π (рад/с); Т = 
15
1 (с).

в) A = 360(В); ω = 20π (рад/с); Т = 
10
1 (с).

г) A = 180(В); ω = 45π (рад/с); Т = 
45
2 (с).

109.
а) cos (-12.5) = cos (4π - 12.5);
cos 9 = cos (7 - 2π); cos 4 = cos (2π - 4);
0 < 4π - 12.5 < 7 - 2π < 2π - 4 < 9 - 2π < π, то
cos 9 < cos 4 < cos 7 < cos(-12.5),
т.к. y = cosx ↓ на [0;π]
б) tg(-8) = tg(3π - 8);
tg 4 = tg (4 - π); tg 16 = tg (16 - 5π);

2
π− < 16 - 5π < 4 - π < 1.3 < 3π - 8 < 

2
π ;

tg 16 < tg 4 < tg 1.3 < tg(-8), т.к. y = tgx ↑ на )
2

;
2

( ππ− .

в) sin 6.7 = sin(6.7 - 2π); sin 10.5 = sin(3π - 10.5);
sin(-7) = sin(2π -7); sin 20.5 = sin(7π - 20.5);

2
π− < 3π - 10.5 < 2π - 7 < 6.7 - 2π < 7π - 20.5 < 

2
π ;

sin 10.5 < sin(-7) < sin 6.7 < sin 20.5,

т.к. y = sinx  ↑ на )
2

;
2

( ππ− .

г) ctg(-9) = ctg(4π-9); ctg15 = ctg(15-3π);
π < 3.5 < 4π - 9 < 5 < 15 - 3π < 2π, то
ctg15 < ctg5 < ctg(-9) < ctg3.5, т.к. y = ctgx ↓ на (π;2π).
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110.

а) D(y): sin x ≠ 1, т.е. x ≠ Znn ∈+ ,2
2

ππ .

б) D(y): .],2
2

3;2
2

[;0
2

cos
2

sin 22 Znnnxxx ∈++∈≥− ππππ

в) D(y): cosx ≠ 1, т.е. x ≠ 2πn, n∈Z.

г) D(y):tgx + ctgx ≥ 0; sin2x > 0; .),
2

;( Znnnx ∈+∈ πππ

111.

а) );
3

sin(2cos3sin π−=−= xxxy  E(y) = [-2;2].

б) ;cos3
1

3 2
2 x
xtg

y =
+

= причем cos x ≠ 0; E(y) = (0;3].

в) ;4cos1 xy −=  E(y) = [0; 2 ].

г) ;sin2
1

2 2
2 x
xctg

y =
+

= причем sin x ≠ 0; E(y) = (0;2].

112.

а) f(x) = )
4

cos(2 π+x ; D(f) = R; E(f) = [-2;2];

периодическая с Т =2π;

f(x) = 0, если x = Znn ∈+ ,2
4

ππ ;  f(0) = 2 ;

xmax = Znn ∈π+π− ,2
4

; ymax =2; xmin = Zkk ∈π+π ,2
4

3 ; ymin =-2.

б) f(x) = )
3

sin(
2
1 x−π ; D(f) = R; E(f) = [

2
1;

2
1− ];

периодическая с Т =2π;
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f(x) = 0, если x = Znn ∈+ ,
3

ππ ; f(0) = 
4
3 ;

xmax = Znn ∈π+π− ,2
6

; ymax = 
2
1 ; xmin = Zkk ∈π+π ,2

6
5 ; ymin = 

2
1− .

в) f(x) = )
4

( π−xtg ; D(f) = R / { Znn ∈π+π ,
4

3 }; E(f) = R;

f(-x) = -f(x) – нечетная функция;
периодическая с Т =π;

f(x) = 0, если x = Znn ∈+ ,
4

ππ ;

f(0) = -1;
Функция возрастает на каждом из интервалов D(f);
Точек max и min нет.

г) f(x) = )
6

cos(5.1 x−π ;

D(f) = R; E(f) = [
2
3;

2
3− ];

периодическая с Т =2π;

f(x) = 0, если x = Znn ∈+− ,
3

ππ ;

f(0) = 
4

33 ;
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xmax = Znn ∈+ ,2
6

ππ ; ymax =1.5;

xmin = Znn ∈+− ,2
6

5 ππ ; ymin = -1.5.

113.

а) f(x) = )
3

22sin( π−x ;

D(f) = R; E(f) = [-1;1];
периодическая с Т = π;

f(x) = 0, если x = Znn ∈+ ,
23

ππ ;

f(0) = 
2
3− ;

xmax = Znn ∈+− ,
12
5 ππ ; ymax = 1;

xmin = Znn ∈+ ,
12

ππ ; ymin = -1.

б) f(x) = )
42

( π+xсtg ;
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D(f) : 0)
42

sin( ≠+ πx ; x Znn ∈+−≠ ,2
4

ππ ;  E(f) = R;

периодическая с Т = 2π;

f(x) = 0, если x = Zkk ∈+ ,2
2

ππ ; f(0) = 1;

Функция убывает на каждом из интервалов D(f);

в) f(x) = )
33

cos(4 π+x ; D(f) = R; E(f) = [- 4;4];

периодическая с Т = 6π;

f(x) = 0, если x = Zkk ∈+ ,3
2

ππ ; f(0) = 2;

xmax = Znn ∈π+π− ,6 ; ymax = 4;
xmin = Zkk ∈π+π ,62 ; ymin = - 4.

г) f(x) = )3
4

3( xtg −π ;

D(f) : 0)3
4

3cos( ≠− xπ ; x Znn ∈+≠ ,
312

ππ ;

E(f) = R;

периодическая с Т =
3
π ;

f(x) = 0, если x = Znn ∈+ ,
34

ππ ; f(0) = -1;
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Функция убывает на каждом из интервалов D(f);
Точек max и min нет.

114.

а) А = 15(А); Т = 
5
2 (с); ω = 5π (рад/с); I = 15 sin 5πt;

б) А = 90(В); Т = 
25
2 (с); ω = 25π (рад/с); U = 90 sin 25πt;

в) А = 12(А); Т = 
5
6 (с);  ω = 

3
5π  (рад/с);  I = 12 sin 

3
5π t;

г) А = 100(В); Т = 
5
4 (с);  ω = 

2
5π  (рад/с);  U = 100 sin 

2
5π t.
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§3 РЕШЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ
НЕРАВЕНСТВ.

8. Арксинус, арккосинус и арктангенс.

116.
а) График функции y=x7 ↑ на R, поэтому, x7 =3 имеет один корень;

б) График функции y=
1

3
−x

 ↓ на (-∞;1), E(y) = R \ {1},

поэтому уравнение 
1

3
−x

 = -5 имеет один корень;

в) График функции y=x6  ↓ на (-∞;0], E(y) = R+,
поэтому, x6 = 4 имеет один корень;

г) График функции y=
2

5
+x

 ↓ на (-2;+∞),

поэтому уравнение  
2

5
+x

 = 2 имеет один корень.

117.
а) (x-3) 3 = 4 имеет один корень на R,
т.к. функция y = (x-3) 3 ↑ на нем.

б) 2sinx = 1.5 имеет один корень на ]
2

;
2

[ ππ− ,

т.к. функция y = 2sinx ↑ на этом промежутке.
в) (x+2) 4 = 5 имеет один корень на [-2;+∞),
т.к. функция y = (x+2) 4 ↑ на нем.

г) 
4
1cos5.0 −=x  имеет один корень на [0;π],

т.к. функция y = 0.5cosx  ↓ на этом промежутке.
118.

а) ;
4

;
2
2sin π== tt б) ;

6
;

2
1sin π−=−= tt
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в) ;
3

;
2
3sin π−=−= tt г) ;

2
;1sin π== tt

119.

а) ;
3

2;
2
1cos π=−= tt б) ;

6
;

2
3cos π== tt

в) ;
4

3;
2
2cos π=−= tt г) ;

2
;0cos π== tt
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120.

а) ;
4

;1 π−=−= ttgt б) ;
3

;3 π== ttgt

в) ;
6

;3 π== tctgt г) ;
4

3;1 π=−= tctgt

121.

а) arcsin 0 = 0; б) ;
3

)
2
3arcsin( π−=−

в) ;
2

1arcsin π= г) .
4

)
2
2arcsin( π−=−

122.

а) ;
3

2)
2
1arccos( π=− б) ;

4
)

2
2arccos( π=

в) ;
6

5)
2
3arccos( π=− г) .01arccos =
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123.

а) ;
6

)
3

1( π=arctg б) ;
4

)1( π−=−arctg

в) ;00 =arctg г) .
3

3 π=arctg

124.

а) D(arcsinx) = [-1;1]; 
3
2− ∈ D(arcsinx).

Следовательно выражение имеет смысл.
б) D(arccosx) = [-1;1]; arccos 5 не имеет смысла,
т.к. 5  ∉ D(arccosx).
в) D(arcsinx) = [-1;1]; arcsin 1.5 не имеет смысла.

г) D(arccosx) = [-1;1]; arccos
3
2  имеет смысл.

125.
а) arccos π не имеет смысла.
б) arcsin )203( − не имеет смысла.

в) arccos )3(−  не имеет смысла.

г) arcsin 
7
2 имеет смысл.

126.

а) arcsin 0 + arccos 0 = ;
2
π б) ;

122
1arccos)

2
2arcsin( π=+−

в) ;
22

3arccos)
2
3arcsin( π=+ г) .

32
3arccos)1arcsin( π−=+−

127.

а) ;
22

1arcsin)
2
1arccos( π=





−+−     б) ( ) ;

4
51arcsin)

2
2arccos( π=−−−

в) ;
2

)
2
3arcsin()

2
3arccos( π=−+−  г) .

122
3arcsin

2
2arccos π−=−

128.

а) ;
12

3arctg1arctg π−=− б) ;
2

)1(arct1arctg π=−− g

в) ( ) ;
3

0arctg3arctg π−=+− г) .
2

3arctg
3

1arctg π=+
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129.

а)Т.к. ;
62

3arctg;
6

)
2
1arcsin( π=π−=−  то ;

2
3arctg)

2
1arcsin( <−

б)Т.к. ;
4

)1(arctg;
3

2)
2
1arccos( π−=−π=−  то );1(arctg)

2
1arccos( −>−

в)Т.к. ;
2

1arcsin;
3

3arctg π=π=  то ;3arctg1arcsin >

г)Т.к. ;
62

1arcsin;
6

5)
2
3arccos( π=π=−  то .

2
1arcsin)

2
3arccos( >−

130.
а) arcsin 0.3010 ≈ 0.3057; б) arccos 0.6081 ≈ 0.9171;
arctg 2.3 ≈ 1.1607; artg 0.3541 ≈ 0.3403;
в) arcsin 0.7801 ≈ 0.8948; г) arctg 10 ≈ 1.4711;
arccos 0.8771≈ 0.5010; arcsin 0.4303 ≈ 0.4448.

131.

а) 2arcsin 









−

2
3  + arctg (-1) + arccos 

2
2  = -

3
2π ;

б) 3arcsin 
2
1  + 4arccos 










−

2
2  - arcctg (- 3 ) = 

3
8π ;

в) arctg (- 3 ) + arccos 









−

2
3  + arcsin 1 = π ;

г) arcsin (-1) - 
2
3 arccos 

2
1  + arctg 










−

3
3  = -

2
3π .

132.
а) Если arcsin x1 = 1α  и arcsin x2 = 2α , то sin 1α  = x1, sin 2α  = x2.

Т.к. на 



 ππ−

2
;

2
 y = sin x возрастает, то sin 1α  < sin 2α ,

следовательно, arcsin x1 < arcsin x2;
б) Если arccos x1 = 1α , arccos x2 = 2α , то т.к. функция y = cos x

убывает на [0;π ], то arccos x1 > arccos x2.
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133.
а)Т.к. acrtg x1 = 1α ; arctg x2 = 2α , то tg 1α  = x1 и tg 2α  = x2.

Т.к. функция y = tg x возрастает на 




 ππ−

2
;

2
, то arctg x1 < arctg x2;

б)Т.к. arcctg x1 = 1α ; arcctg x2 = 2α , то ctg 1α  = x1 и ctg 2α  = x2,
т.к. функция y = ctg x убывает на (0;π ), то arcctg x1 > acctg x2.

134.

а) Т.к –1 < -0,3<
6
π  < 0,9 < 1, то arcsin (-0,3) < arcsin 

6
π  < arcsin 0,9;

б) Т.к –1< -0,7<-0,5<
8
π <1, то arcsin (-0,7) < arcsin (-0,5) < arcsin 

8
π ;

в) Т.к –1< -0,8<-0,2<0,4<1, то arccos 0,4<arccos (-0,2)<arccos (-0,8);

г) Т.к –1<-0,6<
5
π  < 0,9 < 1, то arccos 0,9 < arccos 

5
π  < arccos (-0,6).

135.
а) Т.к –5 < 0,7 < 100 и функция y = arctg x возрастает на R,
то arctg (-5) < arctg 0,7 < arctg 100;
б) Т.к –5 < 1,2 < π  и функция y = arcctg x убывает на R,
то arcctg π  < arcctg 1,2 < arcctg (-5);
в) Т.к –95 < 3,4 < 17 и функция y = arctg x возрастает на R,
то arctg (-95) < arctg 3,4 < arctg 17;
г) Т.к –7 < -2,5 < 1,4 и функция y = arcctg x убывает на R,
то arcctg 1,4 < arcctg (-2,5) < arcctg (-7).

9. Решение простейших тригонометрических уравнений.

136.

а) cos x = 
2
2 ; x = nπ+π± 2

4
, n ∈  Z;

б) cos x = 
2
1− ; x = nπ+π± 2

3
2 , n ∈  Z;

в) cos x = 
2
3 ; x = nπ+π± 2

6
, n ∈  Z;

г) cos x = -1; x = nππ 2+ , n ∈  Z.
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137.
а) 2cos x + 3  = 0; б) 2 cos x – 1 = 0;

cos x = -
2
3 ; cos x = 

2
2 ;

x = nπ+π± 2
6

5 , n ∈  Z; x = nπ+π± 2
4

, n ∈  Z;

в) 2cos x + 2  = 0; г) 2cos x -1 = 0;

cos x = -
2
2 ; cos x = 

2
1 ;

x = nπ+π± 2
4

3 , n ∈  Z; x = nπ+π± 2
3

, n ∈  Z.

138.

а) sin x =
2
1 ; б) sin x = -

2
3 ;

x = (-1)n nπ+π
6

, n ∈  Z; x = (-1)n+1 nπ+π
3

, n ∈  Z;

в) sin x = -
2
1 ; г) sin x = -1;

x = (-1)n+1 nπ+π
6

, n ∈  Z; x = - nπ+π 2
2

, n ∈  Z.

139.
а) 2 sin x + 1 = 0; б) 2sin x + 3  = 0;

sin x = -
2
2 ; sin x = -

2
3 ;

x = (-1)n+1 nπ+π
4

, n ∈  Z; x = (-1)n+1 nπ+π
3

, n ∈  Z;

в) 2sin x – 1 = 0; г) 2sin x + 2  = 0;

sin x = 
2
1 ; sin x = -

2
2 ;

x = (-1)n nπ+π
6

, n ∈  Z; x = (-1)n+1 nπ+π
4

, n ∈  Z.

140.

а) tg x = -
3

1 ; б) ctg x = 3 ;

x = kπ+π−
6

, k ∈  Z; x = kπ+π
6

, k ∈  Z;
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в) tg x = 1; г) tg x = 0;

x = kπ+π
4

, k ∈  Z; x = kπ , k ∈  Z.

141.
а) tg x + 3  = 0; б) ctg x + 1 = 0;
tg x = - 3 ; ctg x = -1;

x = kπ+π−
3

, k ∈  Z; x = kπ+π−
4

, k ∈  Z;

в) 3 tg x – 1 = 0; г) 3 ctg x – 1 = 0;

tg x = 
3
3 ; ctg x = 

3
3 ;

x = kπ+π
6

, k ∈  Z; x = kπ+π
3

, k ∈  Z.

142.

а) sin 2x = 
2
2 ; б) cos 

3
x  = -

2
1 ;

2x = (-1)k kπ+π
4

, k ∈  Z; x = 3 




 π+π± k2

3
2 , k ∈  Z;

x = (-1)k

28
kπ+π , k ∈  Z; x = kππ 62 +± , k ∈  Z;

в) sin 
4
x  = 

2
1 ; г) cos 4x = 0;

x = 4 




 π+π− kk

3
2)1( , k ∈  Z; x = 





 π+π k

24
1 , k ∈  Z;

x = kk π+π− 4
3

8)1( , k ∈  Z; x = 
48
kπ+π , k ∈  Z.

143.
а) sin x = -0,6;
x = (-1)k+1arcsin 0,6 + kπ , k ∈  Z;
б) ctg x =2,5;
x = arcctg 0,4 + kπ , k ∈  Z;
в) cos x = 0,3;
x = ± arccos 0,3 +2 kπ , k ∈  Z;
г) tg x = -3,5;
x = -arctg (3,5) + kπ , k ∈  Z.
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144.

а) sin 




−

3
x  = 

2
2 ; б) tg (-4x) = 

3
1 ;

-
3
x  = kk π+π−

4
)1( , k ∈  Z; tg 4x = -

3
1 ;

x = kk π+π− + 3
4

3)1( 1 , k ∈  Z; x = -
424
nπ+π , n ∈  Z;

в) cos (-2x) = -
2
3 ; г) ctg 





−

2
x  = 1;

cos 2x = -
2
3 ;

2
x  = - kπ+π

4
, k ∈  Z;

x = nπ+π±
12
5 , n ∈  Z; x = - kπ+π 2

2
, k ∈  Z.

145.

а) 2cos 




 π−

62
x  = 3 ; б) 2sin 





 π−

4
3x  = - 2 ;

x = nπ+π±π 4
33

, n ∈  Z; x = 
312

)1(
12

1 kk π+π−+π + , k ∈  Z;








∈π+π=

π=

;,4
3

2
,4

znnx

nx

в) 3 tg 




 π+

33
x  = 3; г) sin 





 π−

62
x  + 1 = 0;

tg 




 π+

33
x  = 

3
1 ; x = - kπ+π 4

3
2 , k ∈  Z.

x = 3 nπ , n ∈  Z;

146.

а) cos 




 −π x2

6
 = -1; б) 2sin 





 −π

43
x  = 3 ;

6
π  - 2x = kπ+π 2 , k ∈  Z; 

34
π−x  = (-1)k kπ+π

3
, k ∈  Z;

x = kπ+π
12
7 , k ∈  Z; x = 

3
4π  + (-1)k kπ+π 4

3
4 , k ∈  Z;
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в) tg 




 −π

24
x  = -1; г) 2cos 





 −π x3

4
 = 2 ;

42
π−x  = arctg 1 + nπ , n ∈  Z; 

4
3 π−x  = nπ+π± 2

4
, n ∈  Z;

x = nπ+π 2 , n ∈  Z; x = 
3

2
1212

nπ+π±π , n ∈  Z.

147.

а) sin 3x cos x – cos 3x sin x = 
2
3 ; б) sin2

4
x  - cos2

4
x  = 1;

sin 2x = 
2
3 ; cos 

2
x  = -1;

x = (-1)n 
6
π  + 

2
nπ , n ∈  Z; x = π2  + nπ4 , n ∈  Z;

в) sin 2x cos 2x = -
4
1 ; г) sin

3
x  cos

5
π  - cos

3
x  sin

5
π  = 

2
2 ;

sin 4x = -
2
1 ; sin 





 π

5
-

3
x  = 

2
2 ;

x = (-1)n 
24
5π  + 

4
nπ , n ∈  Z; x = 

5
3π  + (-1)k 

4
3π  + nπ3 , n ∈  Z.

148.

а) x = 
2

9π  : 2cos 




 π−

3
2x  = -1, т.е. точка пересечения 





 π ;-1

2
9 ;

x = 
2

9π  : sin 




 π+

42
x  = 1, т.е. точка пересечения 





 π 1 ;

2
9 ;

б) Имеем: 2cos 




 π−

3
2x  = -1;

x = nπ+π±π
36

, n ∈  Z.

Т.е. точка пересечения 




 −π+π±π 1;

36
n , n ∈  Z;

Имеем: sin 




 π+

42
x  = -1; х = - nπ+π 4

2
3 , n ∈  Z,

т.е. точка пересечения 




 −π+π− 1;4

2
3 n , n ∈  Z;
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в) Имеем: 2cos 




 π−

3
2x  = 1; x = kπ+π±π

66
, k ∈  Z,

т.е. точка пересечения 




 π+π±π 1;

66
k , k ∈  Z;

Имеем: sin 




 π+

42
x  = 1; x = nπ

π
4+

2
, n ∈  Z,

т.е. точка пересечения 




 π+π 1;4

2
n , n ∈  Z;

г) Имеем:

2cos 




 π−

3
2x  = 0; x = 

212
5 kπ+π , k ∈  Z,

т.е. точка пересечения 




 π+π 0;

212
5 k , k ∈  Z;

Имеем:

sin 




 π+

42
x  = 0; x = - kπ+π 2

2
, k ∈  Z,

т.е. точка пересечения 




 π+π− 0;2

2
k , k ∈  Z.

149.

1) cos 




 −π x2

3
 = 

2
1 ; x = nπ+π±π

66
, n ∈  Z;

а) x = 
3
π  — наименьший положительный корень;

б) x = 
3

2π− ; 0; 
3
π ; π ; 

3
4π ;

в) x = -
3

2π  — наибольший отрицательный корень;

г) x = -
3

2π ; 0; 
3
π .

2) sin 




 π+

4
2x  = -1; x = - kπ+π

8
3 , k ∈  Z;

а) 
8

5π ; б) -
8

3π ; 
8

5π ; в) -
8

3π ; г) -
8

3π .
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150.
На (0;π ) функция y=ctg x убывает. Следовательно, на (0;π )

существует единственное решение уравнения ctg t = a : arctg a и т.к.
наименьший положительный период функции ctg t равен π , то
общее решение: t = arctg a + nπ , n ∈  Z.

10. Решение простейших тригонометрических неравенств

151.

а) t1 = arcsin 
2
1  = 

6
π ;

t2 = 
6

5π ; sin t > 
2
1 ,

t ∈  




 ππ

6
5;

6
, t ∈ [0;π ];

б) t1 = -
3

2π ; t2 = -
3
π ;

sin t 
2
3−≤ ;

t ∈ 




 π−π−

3
;

3
2 , t ∈ [-π ;0];

в) t1 = 
4
π ; t2 = 

4
3π ;

sin t > 
2
2 ; t 





 ππ∈

4
3;

4
,

t ∈ [0;π ];

г) t1=-π +arcsin
2
1 = -

6
5π ; t2=-

6
π ;

sint<-
2
1 ; t 





 π−π−∈

6
;

6
5 ,

t ∈ [- 0;π ].
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152.

а) t1 = -
4
π ; t2 = 

4
π ; t 



−∈

2
;

2
ππ ;

cos t > 
2
2 ; t 





−∈

4
;

4
ππ ,

б) t1 = 
3

2π ; t2 = 
3

4π ; t 



 ππ∈

2
3;

2
;

cos t < -
2
1 ; t 





 ππ∈

3
4;

3
2 ,

в) t1 = -
3
π ; t2 = 

3
π ; t 



 ππ−∈

2
;

2
;

cos t > 
2
1 ; t 





 ππ−∈

3
;

3
,

г) t1 = 
6

5π ; t2 = 
6

7π ; t 



 ππ∈

2
3;

2
.

cos t < -
2
3 ; t 





 ππ∈

6
7;

6
5 ,

153.

а) t1 = -
3
π ; на 





 ππ−

2
;

2
;

tg t > - 3 ; t 




 ππ−∈

2
;

3

б) t1 = 
6
π ; tg t < 

3
1 ;

t 




 ππ−∈

6
;

2
 на 





 ππ−

2
;

2
;
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в) t = 
6
π ; tg t > 

3
3 ;

t 




 ππ∈

2
;

6
 на 





 ππ−

2
;

2
;

г) t = -
4
π ; tg t < -1;

t 




 π−π−∈

4
;

2
 на 





 ππ−

2
;

2
.

154.

а) x1 = 
4
π ; x2 = 

4
3π ; sin x 

2
2≥ ;

x 



 π+ππ+π∈ kk 2

4
3;2

4
, k ∈  Z;

б) x1= 3
2π ; x2 = -

3
π ; sin x<-

2
3 ;

x 




 π+π−π+π−∈ kk 2

3
;2

3
2 , k∈  Z;
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в) x1 = 
6
π ; x2 = 

6
5π ; sin x 

2
1≥ ;

x 



 π+ππ+π∈ kk 2

6
5;2

6
, k ∈  Z;

г) x1= -
4

3π ; x2= -
4
π ; sinx < -

2
2 ;

x 




 π+π−π+π−∈ nn 2

4
;2

4
3 , n∈ Z.

y

x

0

Px1 Px2

1

155.

а) x1 = -
3

2π ; x2 = 3
2π ; cos x 

2
1−≥ ; x 



 π+ππ+π−∈ kk 2

3
2;2

3
2 , k ∈  Z;

б) x1 = 
4
π ; x2 = 

4
7π ; cos x < 

2
2 ; x 





 π+ππ+π∈ nn 2

4
7;2

4
, n ∈  Z;

в) x1 = -
6
π ; x2 = 

6
π ; cos x 

2
3≥ ; x 



 π+ππ+π−∈ nn 2

6
;2

6
, n ∈  Z;

г) x1 = 
4

3π ; x2 = 
4

5π ; cos x < -
2
2 ; x 





 π+ππ+π∈ nn 2

4
5;2

4
3 , n ∈  Z.

156.

а) x = arctg 3  = 
3
π ; tg x 3≤ ; x 



 π+ππ+π−∈ kk

3
;

2
, k ∈  Z;

б) x = arctg 





−

3
1  = -

6
π ; tg x > -

3
1 ; x 





 π+ππ+π−∈ kk

2
;

6
, k ∈  Z;

в) x = arctg 
3
3  = 

6
π ; tg x 

3
1≥ ; x ∈ 





 π+ππ+π kk

2
;

6
, k ∈  Z;

г) x = arctg (-1) = -
4
π ; tg x < -1 при x 





 π+π−π+π−∈ kk

4
;

2
, k ∈  Z.
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157.

а) 2cos x – 1 ≥  0; cos x 
2
1≥ ;

x1 = -
3
π  + 2 nπ ; x2 = 

3
π  + 2 nπ , n ∈  Z,

x 



 π+ππ+π−∈ nn 2

3
;2

3
, n ∈  Z;

б) 2sin x + ≥2  0; sin x 
2
2−≥ ;

x1 = -
4
π  + 2 nπ ; x2 = 

4
5π  + 2 nπ , n ∈  Z,

x 



 π+ππ+π−∈ nn 2

4
5;2

4
, n ∈  Z;

в) 2cos x - ≤3  0; cos x 
2
3≤ ;

x1 = 
6
π  + 2 nπ ; x2 = 

6
11π  + 2 nπ , n ∈  Z,

x 



 π+ππ+π∈ nn 2

6
11;2

6
, n ∈  Z;

г) 3tg x + ≥3  0; tg x 
3
3−≥ ;

x = -
6
π  + nπ ; то x 



 π+ππ+π−∈ nn

2
;

6
, n ∈  Z.

158.

а) sin 2x < 
2
1 ; 2x 





 π+ππ+π−∈ kk 2

6
;2

6
7 , k ∈  Z;

x 




 π+ππ+π−∈ kk

12
;

12
7 , k ∈  Z;

б) cos 
3
x  > 

2
3 ; 

3
x






 π+ππ+π−∈ kk 2

6
;2

6
, k ∈  Z;

x 




 π+ππ+π−∈ kk 6

2
;6

2
, k ∈  Z;

в) sin 
2
x  < -

2
3 ; 

2
x






 π+π−π+π−∈ kk 2

3
;2

3
2 , k ∈  Z;
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x 




 π+π−π+π−∈ kk 4

3
2;4

3
4 , k ∈  Z;

г) tg 5x > 1; 5x 




 π+ππ+π∈ kk

2
;

4
, k ∈  Z;

x 




 π+ππ+π∈

510
;

520
kk , k ∈  Z.

159.

а) 2cos ≤




 π+

3
2x  1; cos ≤





 π+

3
2x  

2
1 ;

x 



 π+ππ∈ nn

3
2; , n ∈  Z;

б) 3  tg 




 π+

6
3x  < 1; tg 





 π+

6
3x  < 

3
3 ;

x 




 ππ+π−∈

3
;

39
2 nn , n ∈  Z;

в) 2 sin ≥




 π+

42
x  1; sin ≥





 π+

42
x  

2
2 ;

x [ ]nn πππ 4;4 +∈ , n ∈  Z;

г) 2cos 




 π−

6
4x  > 3 ; cos 





 π−

6
4x  > 

2
3 ;

x 




 π+ππ∈

212
;

2
nn , n ∈  Z.

160.

а) sin x cos 
6
π  - cos x sin ≤π

6
 

2
1 ; sin ≤





 π−

6
x  

2
1 ;

x 



 π+ππ+π−∈ kk 2

3
;2 , k ∈  Z;

б) sin 
4
π  cos x + cos 

4
π  sin x < - 

2
2 ; sin 





 +π x

4
 < -

2
2 ;

x 




 π+π−π+π−∈ kk 2

2
;2 , k ∈  Z;

в) 4sin 2x cos 2x 2≥ ; sin 4x 
2
2≥ ;
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x 



 π+ππ+π∈

216
3;

216
kk , k ∈  Z;

г) cos 
8
π  cos x – sin x sin 

8
π  < -

2
3 ; cos 





 π+

8
x  < -

2
3 ;

x 




 π+ππ+π∈ kk 2

24
25;2

24
17 , k ∈  Z.

161.

а) ctg x 2≥ ; x 




 π+ππ∈ nn

6
; , n ∈  Z;

б) 3  ctg 




 −π x2

4
 > 1; ctg 





 π−

4
2x  < -

3
3 ;

x 




 π+ππ+π∈

28
5;

224
11 nn , n ∈  Z;

в) ctg 3x 
3
3≤ ; x 





 π+ππ+π∈

33
;

39
nn , n ∈  Z;

г) 3ctg 




 +π

26
x  > - 3 ; ctg 





 −π−

26
x  < 

3
3 ;

x 




 π+ππ+π−∈ nn 2;2

3
, n ∈  Z.

162.

а) 3sin ≥
4
x  2; sin ≥

4
x  

3
2 ;

x 




 π+−ππ+∈ nn 8

3
2arcsin44;8

3
2arcsin4 , n ∈  Z;

б) 4cos 
3
x  < -3; cos 

3
x  < - 

4
3 ;

x 





π+





−−ππ+





−∈ nn 6

4
3arccos36;6

4
3arccos3 , n ∈  Z;

в) 5tg 2x ≤  3; tg 2x 
5
3≤ ;

x 




 π+π+π−∈

25
3

2
1;

24
narctgn , n ∈  Z;
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г) 
2
1 sin 4x < -

5
1 ; sin 4x < -

5
2 ;

x 

















π+−π++π−∈
24

5
7arcsin

;
24

5
2arcsin

4
nn , n ∈  Z.

163.

а) sin x 
2
1−≥ ; 














 ππ−∈





 ππ−∈

;
2

3;
2

;
6

7;
6

x

x
⇔ x 





 ππ−∈

6
7;

6
;

б) cos 
2
x  > 

2
3 ; 














 π−∈






 ππ−∈

;0;
2

;
3

;
3

x

x
⇔  x 



 π−∈ 0;

3
;

в) tg x ≥  -1;














 ππ−∈






 ππ−∈

;
4

;
2

;
2

;
4

x

x
 ⇔  x 



 ππ−∈

4
;

4
;

г) sin 2x < 
2
2 ;

[ ]





π∈






 ππ−∈

;;0

;
8

;
8

5

x

x  ⇔  x 




 π∈

8
;0 .

11. Примеры решения тригонометрических уравнений
систем уравнений.

164.
а) 2sin2 x + sin x – 1 = 0; t = sin x; 2t2 + t – 1 = 0;








=

−=

;
2
1

;1

t

t
 ⇔  










∈π+π−=

∈π+π−=

;,
6

)1(

;,2
2

znnx

znnx

k

б) 3sin2 x – 5sin x – 2 = 0; t = sin x; 3t2 – 5t – 2 =0;








=

−=

;2

;
3
1

t

t  ⇔  







∅

∈π+−= +

;

;,
3
1arcsin)1( 1 zkkx k

 ⇔
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x = (-1)k+1arcsin kπ+
3
1 , k∈ z;

в) 2sin2 x – sin x – 1 = 0; t = sin x; 2t2 – t – 1 = 0;








=

−=

;1

;
2
1

t

t  ⇔  










∈π+π=

∈π+π−= +

;,2
2

;,
6

)1( 1

znnx

znnx n

г) 4sin2 x + 11sin x – 3 = 0; t = sin x; 4t2 + 11t – 3 = 0;








−=

=

;3

;
4
1

t

t  ⇔  







∅

∈π+−=

;

;,
4
1arcsin)1( znnx n

 ⇔

x = (-1)narcsin nπ+
4
1 , n ∈  z.

165.
а) 6cos2 x + cos x – 1 = 0; t = cos x; 6t2 + t – 1 = 0;










=

−=

;
3
1

;
2
1

t

t
 ⇔  










∈π+±=

∈π+π±=

;,2
3
1arccos

;,2
3

2

znnx

znnx

б) 2sin2 x + 3cos x = 0; 2cos2 x – 3cos x – 2 = 0; t = cos x;
2t2 – 3t – 2 = 0;








=

−=

;2

;
2
1

t

t  ⇔  







∅

∈π+π±=

;

;,2
3

2 znnx  ⇔

x = nππ 2
3

2 +± , n ∈  z;

в) 4cos2 x – 8cos x + 3 = 0; t = cos x; 4t2 – 8t + 3 = 0;










=

=

;
2
3

;
2
1

t

t
 ⇔  








∅

∈π+π±=

;

;,2
3

znnx  ⇔

x = nππ 2
3

+± , n ∈  z;

г) 5sin2 x + 6cos x – 6 = 0; 5cos2 x – 6cos x + 1 = 0; t = cos x;








=

=

;1

;
5
1

t

t  ⇔  







∈π=

∈π+±=

.,2

;,2
5
1arccos

znnx

znnx
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166.
а) 2cos2x + sinx + 1 = 0; 2sin2x – sinx – 3 = 0; t = sinx;
2t2 – t – 3 = 0; t = –1;   t = 1,5

1) sinx = –1; x = –
2
π + 2πn, n ∈ Z;

2) sinx = 1,5 – не имеет решений.

Ответ: 






 ∈π+π− Znn /2

2
.

б) cos2x + 3sinx = 3; sin2x – 3sinx + 2= 0; t = sinx;
t2 – 3t + 2 = 0; t = 1,  t = 2;

1) sinx = 1; x =
2
π + 2πk, k ∈ Z;

2) sinx = 2 – не имеет решений.

Ответ: 






 ∈π+π Zkk /2

2
.

в) 4cosx = 4 – sin2x; cos2x – 4cosx + 3 = 0; t = cosx;
t2 – 4t + 3 = 0; t = 1,   t = 3;
1) cosx = 1, x = 2πk,  k ∈ Z;
2) cosx = 3 – не имеет решений.
Ответ: {2πn/n ∈ Z}.
г) 8sin2x + cosx + 1 = 0; 8cos2x – cosx – 9 = 0; t = cosx;

8t2 – t – 9 = 0; t = –1,   t =
8
9 ;

1) cosx = –1, x = π + 2πn,  n∈ Z;

2) cosx =
8
9  – не имеет решений;

Ответ: {π + 2πn/n ∈ Z}.

167.

а) 3tg2x + tgx – 1 = 0; tgx = t; 3t2 – 2t – 1 = 0; t = –1,   t =
3
1 ;

1) tgx = –1; x = –
4
π + πk,  k ∈ Z;

2) tgx =
3
1 ; x = arctg

3
1  + πn,  n ∈ Z;

Ответ: {–
4
π + πn/n ∈ Z; arctg

3
1  + πn/n ∈ Z}.

б) tgx – 2ctgx + 1 = 0; tg2x + tgx – 2 = 0;   tgx ≠ 0; tgx = t;
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t2 + t – 2 = 0; t = –2,   t = 1;
1) tgx = –2,  x = arctg(–2) + πn,  n ∈ Z;

2) tgx = 1,  x =
4
π + πk,  k ∈ Z.

Ответ: { arctg(–2) + πn/n ∈ Z; 
4
π + πk/k ∈ Z}.

168.

а) 2cos2x + 3 cosx = 0; 2cosx 









+

2
3cos x = 0;

cosx = 0 или cosx = –
2
3 ;

1) cosx = 0,  x =
2
π + πk,  k ∈ Z;

2) cosx = –
2
3 , x = ±

6
5π + 2πk,  k ∈ Z;

Ответ: 






 ∈π+π±∈π+π ZkkZkk /2

6
5;/

2
.

б) 4cos2x – 3 = 0; cos2x =
4
3 ;

cosx = –
2
3  либо cosx =

2
3 ;

1) cosx = –
2
3 , x = ±

6
5π + 2πn,  n ∈ Z;

2) cosx =
2
3 , x = ±

6
π + 2πk,  k ∈ Z;

Общая запись: x = ±
6
π + πn,  n ∈ Z.

Ответ: 






 ∈π+π± Znn /

6
.

в) 3 tg2x – 3tgx = 0; 3 tgx(tgx – 3 ) = 0; tgx = 0 либо tgx = 3 ;
1) tgx = 0,  x = πk,  k ∈ Z;

2) tgx = 3 , x =
3
π + πk,  k ∈ Z;

Ответ: {πk/k ∈ Z; 
3
π + πk/k ∈ Z}.
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г) 4sin2x – 1 = 0; sin2x =
4
1 ; sinx = –

2
1  либо sinx =

2
1 ;

1) sinx = –
2
1 ,  x = (–1)n+1

6
π + πn,  n ∈ Z;

2) sinx = 
2
1 ,  x = (–1)n

6
π + πn,  n ∈ Z;

Общая формула: x = ±
6
π + πn,  n ∈ Z;

Ответ: {±
6
π + πn/n ∈ Z}.

169.
а) 3sin2x + sinxcosx = 2cos2x; 3tg2x + tgx – 2 = 0; tgx = t;

3t2 + t – 2 = 0; t = –1;  t =
3
2 ;

1) tgx = –1, x = –
4
π + πn,  n ∈ Z;

2) t =
3
2 ,  x = arctg

3
2 + πn,  n ∈ Z;

Ответ: 






 ∈π+∈π+π− ZnnZnn /

3
2arctg;/

4
.

б) 2cos2x – 3sinxcosx + sin2x = 0;
tg2x – 3tgx + 2 = 0; tgx = t;
t2 – 3t + 2 = 0; t = 1,  t = 2;

1) tgx = 1, x =
4
π + πn,  n ∈ Z;

2) tgx = 2, x = arctg2 + πn,  n ∈ Z;

Ответ: {
4
π + πn/n ∈ Z; arctg2+ πn/n ∈ Z}.

в) 9sinxcosx – 7cos2x = 2sin2x;
2tg2x – 9tgx + 7 = 0; tgx = t;
2t2 – 9t + 7 = 0; t = 3,5;  t = 1;

1) tgx = 3,5,  x = arctg
2
7 + πn,  n ∈ Z;

2) tgx = 1, x =
4
π + πn,  n ∈ Z;

Ответ: 






 ∈π+π∈π+ ZnnZnn /

4
;/

2
7arctg .
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г) 2sin2x – sinxcosx = cos2x; 2tg2x – tgx – 1 = 0; tgx = t;

2t2 – t – 1 = 0; t = 1,  t = –
2
1 ;

1) tgx = 1,  x =
4
π + πk,  k ∈ Z;

2) tgx = –
2
1 , x = arctg 





−

2
1 + πn,  n ∈ Z;

Ответ: 








∈π+




−∈π+π ZnnZkk /

2
1arctg;/

4
.

170.
а) 4sin2x – sin2x = 3;
sin2x – 2sinxcosx – 3cos2x=0;
tg2x – 2tgx – 3 = 0;

1) tgx = –1, x = –
4
π + πn,  n ∈ Z;

2) tgx = –3, x = arctg3+ πk,  k ∈ Z;

Ответ: 






 ∈π+∈π+π− ZkkZnn /arctg3;/

4
.

б) cos2x = 2cosx – 1; 1 + cos2x – 2cosx = 0;
cosx(cosx – 1) = 0; cosx = 0 или cosx = 1;

1) cosx = 0,  x =
2
π + πk,  k ∈ Z;

2) cosx = 1,  x = 2πn,  n ∈ Z.

Ответ: 






 ∈π∈π+π ZnnZkk /2;/

2
.

в) sin2x – cosx = 0; 2sinxcosx – cosx = 0;

2cosx(sinx –
2
1 ) = 0;

cosx = 0 или sinx =
2
1 ;

1) cosx = 0,  x =
2
π + πn,  n ∈ Z;

2) sinx =
2
1 ,  x = (–1)k

6
π  + πk,  k ∈ Z.

Ответ: 






 ∈π∈π+π ZnnZnn /2;/

2
.
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г) sin2x – 4cos2x = 1; 2sinxcosx + 4cos2x – cos2x – sin2x = 0;
tg2x –2tgx – 3 = 0;
Аналогично пункту а).

Ответ: 






 ∈π+π∈π+π− ZkkZnn /

6
(-1);/

4
k .

171.
а) 2sin2x = 3 sin2x; 2sin2x – 2 3 sinxcosx = 0;
2tgx(tgx – 3 ) = 0; tgx = 0 или tgx = 3 ;
1) tgx = 0, x = πn, n ∈ Z;

2) tgx = 3 , x =
3
π  + πn,  n ∈ Z;

Ответ: {πn/n ∈ Z; 
3
π  + πn/n ∈ Z}.

б) 3 tgx – 3 ctgx = 2; 3 tg2x – 2tgx – 3  = 0, tgx = t;

3 t2 – 2t – 3  = 0, t = –
3

1 ,  t = 3 ;

1) tgx = –
3

1 ,  x = –
6
π  + πk,  k ∈ Z;

2) tgx = 3 ,   x = 
3
π  + πk,  k ∈ Z;

Ответ: 






 ∈π+π∈π+π ZkkZkk /

3
;/

6
.

в) sinx + 3 cosx = 0; tgx = – 3 ; x = –
3
π  + πk,  k ∈ Z;

Ответ: 






 ∈π+π− Zkk /

3
.

г) tgx = 3ctgx; tg2x = 3; tgx = – 3  либо tgx = 3 ;

x = ±
3
π  + πn,  n ∈ Z;

Ответ: 






 ∈π+π± Znn /

3
.

172.
а) sin2x + 2cos2x = 1; 2sinxcosx + 2cos2x – 2sin2x = cos2x + sin2x;
3tg2x – 2tgx – 1 = 0;
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1) tgx = –
3
1 , x = arctg(–

3
1 )+ πn,  n ∈ Z;

2) tgx = 1, x =
4
π  + πk,  k ∈ Z;

Ответ: 








∈π+π∈π+




− ZkkZnn /

4
;/

3
1arctg .

б) sin4

4
x – cos4

4
x =

2
1 ; 

2
1

4
cos

4
sin

4
cos

4
sin 2222 =





 +





 − xxxx ;

cos
2
x = –

2
1 ; x = ±

3
4π + 4πk;

Ответ: {±
3

4π + 4πk/k ∈ Z}.

в) 3sin2x + cos2x = 2cos2x; sin2x – 6sinxcosx + cos2x = 0;
tg2x – 6tgx + 1 = 0;
tgx = 3 – 2 2  или tgx = 3 + 2 2 ;
1) tgx = 3 – 2 2 , x = arctg(3 – 2 2 ) + πn,  n ∈ Z;
2) tgx = 3 + 2 2 , x = arctg(3 + 2 2 ) + πk,  k ∈ Z;
Ответ: {arctg(3 – 2 2 ) + πn/n ∈ Z; arctg(3 + 2 2 ) + πk/k ∈ Z}.

г) 1 – cosx = 2sin
2
x ; 2sin

2
x (2sin

2
x – 1) = 0;

sin
2
x  = 0 или sin

2
x = 1;

1) sin
2
x  = 0, 

2
x = πn,  x = 2πn,  n ∈ Z;

2) sin
2
x  = 1, 

2
x =

2
π + 2πk,  x = π + 4πk,  k ∈ Z;

Ответ: {2πn/n ∈ Z;   π + 4πk/k ∈ Z}.
173.
а) sin4x + sin22x = 0; 2sin2xcos2x + sin22x = 0;
tg2x(2 + tg2x) = 0; tg2x = 0 либо tg2x = –2;

1) tg2x = 0; x =
2
π n,  n ∈ Z;

2) tg2x = –2,  2x = arctg(–2) + πk, x = –
2
1 arctg2 +

2
π k,  k ∈ Z;

Ответ: 






 ∈π+−∈π ZkkZnn /

2
 arctg2

2
1;/

2
.
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б) 1
85

3 =
+xtg

; 5tgx + 8 = 3,  tg x ≠ –
5
8 ; tgx = –1, tgx ≠ –

5
8 ;

tgx = –1,  x = –
4
π + πn, n ∈ Z;

Ответ: {–
4
π + πn/n ∈ Z}.

в) 2
4sin3

5 =
+x

; 6sinx + 8 = 5; sinx = –
2
1 , x = (–1)k+1

6
π + πk,  k ∈ Z;

Ответ: {(–1)k+1

6
π + πk/k ∈ Z}.

г) 1 – sin2x =
2

2
sin

2
cos 





 − xx ; 1 – sin2x = 1 – sinx ;

2sinx(
2
1 – cosx) = 0; sinx = 0 или cosx =

2
1 ;

1) sinx = 0,  x = πk,  k ∈ Z;

2) cosx =
2
1 ,  x = ±

3
π + 2πk,  k ∈ Z;

Ответ: {πk/k ∈ Z; ±
3
π + 2πk/k ∈ Z}.

174.
а) cos5x – cos3x = 0; –sinxsin4x = 0; sinx = 0 либо sin4x = 0;
1) sinx = 0,  x = πn,  n ∈ Z;

2) sin4x = 0, 4x = πk,  x =
4
π k,  k ∈ Z;

Ответ: {
4
π k/k ∈ Z}.

б) sin7x – sinx = cos4x; 2cos4x(sin3x –
2
1 ) = 0;

cos4x = 0 либо sin3x =
2
1 ;

1) cos4x = 0,  x =
8
π +

4
π k,  k ∈ Z;

2) sin3x =
2
1 ,  x = (–1)k

18
π +

3
π k,  k ∈ Z;

Ответ: 






 ∈π+π−∈π+π ZkkZkk k /

318
)1(;/

48
.
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в)sin5x – sinx = 0; 2sin2xcos3x = 0; sin2x = 0 либо cos3x = 0;

1) sin2x = 0,  2x = πn, x = 
2
π k, k ∈ Z;

2) cos3x = 0,  3x =
2
π + πk,  x =

6
π +

3
π k, k ∈ Z;

Ответ: 






 ∈π+π∈π ZkkZkk /

36
;/

2
.

г) cos3x + cosx = 4cos2x; 2cos2x(cosx – 2) = 0; cos2x = 0;

2x =
2
π + πk, x =

4
π +

2
π k, k ∈ Z; Ответ: 







 ∈π+π Zkk /

24
.

175.

а) 




=−
π=+

;1coscos
,

yx
yx   





=−π−
−π=

;1)cos(cos
,

xx
yx

cosx – cos(π – x) = 1;  2cosx = 1; cosx =
2
1 ;  x = ±

3
π + 2πn,  n ∈ Z;










∈π−π=π−π−π=

∈π−π=π−π+π=

;,2
3

22
3

;,2
3

42
3

Znnny

Znnny

Ответ: 








∈




 π−ππ+π






 π−ππ+π− Znnnnn /2

3
2;2

3
;2

3
4;2

3
.

б) 






=+

π=−

;2sincos

,
2

22 yx

yx   










=+




 +π

+π=

;2sin
2

cos

,
2

22 yy

yx

сos2(
2
π +y) + sin2y = 2;  2sin2y = 2; sin2y = 1;

siny = –1 либо siny = 1;

y = –
2
π + 2πn,  n ∈ Z либо y =

2
π + 2πk,  k ∈ Z;

если y = –
2
π + 2πn,  n ∈ Z, то x = –

2
π + 2πn +

2
π = 2πn,  n ∈ Z;

если y =
2
π + 2πk,  k ∈ Z, то x =

2
π + 2πk +

2
π = π + 2πk,  k ∈ Z;

Ответ: {(2πn; –
2
π + 2πn);  (π + 2πk; 

2
π + 2πk)/n,k ∈ Z}.
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в) 




=+
π=+

;1sinsin
,
yx

yx   




=−π+
−π=

;1)sin(sin
,

xx
xy

sinx + sin(π – x) = 1;  2sinx = 1;  sinx =
2
1 ;

x = (–1)n

6
π + πn,  n ∈ Z;

y = π – (–1)n

6
π + πn = (–1)n+1

6
π – π(n – 1),  n ∈ Z;,  n ∈ Z;

Ответ: {(–1)n

6
π + πn; (–1)n+1

6
π – π(n – 1)/n ∈ Z}.

г) 






=−

π=+

;2sinsin

,
2

22 yx

yx   










=




 −π−

−π=

;1
2

sinsin

,
2

22 xx

xy

sin2x – sin2(
2
π – x) = 1;  sin2x – cos2x = 1;  –cos2x =1;

2x = π + 2πn; x =
2
π + πn, n ∈ Z; y =

2
π –

2
π  – πn = –πn,  n ∈ Z;  n ∈ Z;

Ответ: {
2
π + πn; –πn/n ∈ Z}.

176.

а) 




=+
=−

;2sinsin
,0cossin

22 yx
yx

 




=+
=

;2sinsin
cossin

22 xx
yx

2sin2x = 2;  sin2x = 1; sinx = 1,  x =
2
π + 2πn,  n ∈ Z,

либо sinx = –1,  x = –
2
π + 2πk,  k ∈ Z,

если sinx = 1, то cosy = 1,  y = 2πk,  k ∈ Z;
если sinx = –1, то cosy = –1,  x = π + 2πn,  n ∈ Z;

Ответ: {(
2
π + 2πn; 2πk); (–

2
π + 2πk; π + 2πn)/n,k ∈ Z}.

б) 










=

π=+

;
6
1tgtg

,
4

yx

yx
 










=




 −π

−π=

;
6
1

4
tgtg

,
4

xx

xy



99

tgx tg(
4
π – x) =

6
1 ; tgx

6
1

tg
4

tg1

tg
4

tg
=

π−

−π

x

x
;

6tg2x – 5tgx + 1 = 0; tgx = t;  6t2 – 5t + 1 = 0;  t =
3
1  или t =

2
1 ;

1) t =
3
1 , arctg

3
1 + πn,  n ∈ Z и y =

4
π – arctg

3
1 – πn,  n ∈ Z;

2) t =
2
1 , arctg

2
1 + πk,  k ∈ Z и y =

4
π – arctg

2
1 – πk,  k ∈ Z;

Ответ:









 π−−ππ+ ;

3
1arctg

4
,

3
1arctg nn





∈




 π−−ππ+ Zknkk ,/

2
1arctg

4
,

2
1arctg .

в) 




=−
=+

;1cossin
,1cossin

22 yx
yx





=−+
=+

;1)cos)(sincos(sin
,1cossin

yxyx
yx





=−
=+

;1cossin
,1cossin

yx
yx

2sinx = 2,  sinx = 1,  x =
2
π + 2πk,  k ∈ Z;

2cosy = 0,  cosy = 0,  y =
2
π + πn,  n ∈ Z;

Ответ: 








∈




 π+ππ+π Zknnk ,/;

2
;2

2
.

г) 










=

π=−

;
2
1cossin

,
6
yx

yx
 






=

π+=

;1cossin2

,
6

yx

yx

2sin(y +
6
π )cosy = 1; 2(sinycos

6
π + cosysin

6
π )cosy = 1;

3 sinycosy + cos2y = cos2y + sin2y; ctgy =
3

1  или siny = 0;

y =
3
π + π k,  k ∈ Z либо y = πn,  n ∈ Z;

x =
6
π +

3
π +πk =

2
π +πk, k ∈ Z или x =

6
π +πn,  n ∈ Z.

Ответ: 








∈




 ππ+π






 π+ππ+π Zknnnkk ,/;;

6
;;

3
;

2
.
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ГЛАВА II. ПРОИЗВОДНАЯ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯ
§ 4. ПРОИЗВОДНАЯ

12. Приращение функции

177.
а) Если a = 15 м – длина меньшей из сторон прямоугольника,

b = 20 м – длина большей из сторон прямоугольника, тогда имеем:
1) ∆P = 2((a + ∆a) + b) – 2(a + b) = 2∆a = 2⋅0,11 = 0,22 м,
∆S = (a + ∆a)b – ab = ∆a⋅b = 0,11⋅20 = 2,2 м2;
2) ∆P = 2(a + (b + ∆b)) – 2(a + b) = 2∆b = 2⋅0,2 = 0,4 м,
∆S = a(b + ∆b) – ab = a∆b = 15⋅0,2 = 3 м2;
б) ∆S = π(2 + 0,2)2 – π⋅22 = 0,84π см2 ≈ 2,6 см2,
∆S = π(2 + ∆R)2 – π⋅22 = (4∆R + (∆R)2)π = 4π∆R + π (∆R)2;
∆S = π(2 + 0,1)2 – π⋅22 = 0,41π см2 ≈ 1,29 см2,
∆S = π(2 + h)2 – π⋅22 = 2πh + πh2;

178.

а) f(x0 + ∆x) – f(x0) = 
19
1 ; б) f(x0 + ∆x) – f(x0) = –2,32;

в) f(x0 + ∆x) – f(x0) = 0,03; г) f(x0 + ∆x) – f(x0) = 0,205.

179.

а) ∆x = x – x0 = 123
2

4
3 π=π−π ;

f(x0 + ∆x) – f(x0) = ∆f(x0) = cos2

4
1

3
22cos

123
2 =π−





 π+π ;

б) ∆x = x – x0 = 2,6 – 2,5 = 0,1;

f(x0 + ∆x) – f(x0) = ∆f(x0) = –
5
2 ;

в) ∆x = x – x0 = 1243
π=π−π ;

f(x0 + ∆x) – f(x0) = ∆f(x0) = tg 13
4

tg
3

−=π−π ;

г) ∆x = x – x0 = 8
1 ;   f(x0 + ∆x) – f(x0) = ∆f(x0) = 10

1 .

180.
а) ∆f = f(x0 + ∆x) – f(x0) – 1 – 3(x0 + ∆x)2 – 1 + 3x0

2 = –6x0⋅∆x – 3(∆x)2;
б) f(x0 + ∆x) – f(x0) = a(x0 + ∆x) + b – ax0 – b = a∆x;
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в) f(x0 + ∆x) – f(x0) = 2(x0 + ∆x)2 – ax0
2 = 4x0⋅∆x + 2(∆x)2;

г) f(x0 + ∆x) – f(x0) = )( 00 xxx
x

∆+
∆ .

181.
Средняя скорость равна:

а) Vср = ч
км50)0()3( =

∆
−
t
SS ;  б) Vср = ч

км65)3()5( =
∆
−
t
SS ;

в) Vср = ч
км65)25,3()25,5( =

∆
−
t
SS ; г) Vср = ч

км5,57)0()8( =
∆
−
t
SS ;

182.
а) ∆x = x(2,5) – x(2) = 3,75 – перемещение в положительном

направлении оси OX;

Средняя скорость Vср = 5,7
25,2

75,3 =
−

=
∆
∆

t
x ;

б) ∆x = x(8) – x(7) = –3 – перемещение в отрицательном
направлении оси OX;

Средняя скорость Vср = 3−=
∆
∆

t
x ;

в) ∆x = x(5) – x(4) = 3 + 12⋅5 – 52 – 3 – 12⋅4 + 42 = 3 – перемещение
в положительном направлении оси OX;

Средняя скорость Vср = 3=
∆
∆

t
x ;

г) ∆x = x(8) – x(6) = 3 + 12⋅8 – 82 – 3 – 12⋅6 + 62 = –4 – перемещение
в отрицательном направлении оси OX;

Средняя скорость Vср = 2−=
∆
∆

t
x .

183.

а) tgα =
0

0
xx
yy

−
− ,

y = y0 + tgα(x – x0);
Тогда т.(x0,y0) и т.(x,y,) задают единственную прямую.
y = 3 + tgα(x – 1);
tgα = –1,  x = 0:  y = 3 + 1 = 4;
tgα = 2,  x = 0:  y = 3 – 2 = 1;
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б) tgα =
2
1 ,  x = 3:

y = 3 +
2
1 (3 – 1) = 3 + 1 = 4;

tgα = –3,  x = 0:  y = 3 + 3 = 6;

в) tgα = 3,  x = 0:  y = 3 – 3 = 0;
tgα = –2,  x = 0:  y = 3 + 2 = 5;
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г) tgα = –
2
1 ,  x = 3:  y = 3 – 1 = 2;

tgα = –2,  x = 0:  y = 3 + 2 = 5;

184.

а) k = tgα = 0
2
1)()(

12

12

12

12 >=
−
−=

−
−

xx
xfxf

xx
yy  – острый угол;

б) k = 0
2
3)()(

12

12 <−=
−
−

xx
xfxf  – тупой угол;

в) k = 0
2
3)()(

12

12 >=
−
−

xx
xfxf  – острый угол;

г) k = 0
2
1)()(

12

12 <−=
−
−

xx
xfxf  – тупой угол;

185.
∆S(x) = S(x + ∆x) – S(x) = 12x⋅∆x + 6(∆x)2 = 6∆x(2x + ∆x).

186.
а) ∆f = f(x0 + ∆x) – f(x0) =
= –x0

3 – 3x0
2⋅∆x – 3x0(∆x)2 – (∆x)3 + 3x0 + 3∆x + x0

3 – 3x0 =
= –3x0

2⋅∆x – 3x0(∆x)2 – (∆x)3 + 3∆x;

x
f

∆
∆ = 3(1 – x0

2) – 3x0∆x – (∆x)2;

б) f(x0 + ∆x) – f(x0) = =
−

−
−∆+ 1

1
1)(

1
2
0

2
0 xxx

)1)(1)((
)(2
2
0

2
0

2
0

−−∆+
∆−∆−=

xxx
xxx ;

x
f

∆
∆ =

)1)(1)((
)(2

2
0

2
0

2
0

−−∆+
∆+∆−

xxx
xxx ;
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в) f(x0 + ∆x) – f(x0) = 3x0
2⋅∆x + 3x0(∆x)2 + (∆x)3 – 2∆x =

= ∆x(3x0
2 – 2) + 3x0(∆x)2 + (∆x)3;

x
f

∆
∆ = 3x0

2 – 2 + 3x0∆x + (∆x)2;

г) f(x0 + ∆x) – f(x0) =

=
)1)(1)((

)(2
)1)(1)((

1)(1
2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

++∆+
∆+∆=

++∆+
−∆+−+

xxx
xxx

xxx
xxx ;

x
f

∆
∆ =

)1)(1)((
2

2
0

2
0

0

++∆+
∆+−

xxx
xx .

187.

а) x(t0 + ∆t) – x(t0) = V0(t0 + ∆t) –
2
g (t0 + ∆t)2 – V0t0 + 2

g t0
2 =

= V0∆t – gt0∆t –
2
g (∆t)2;

Имеем: Vср = tggtV
t

txttx
∆−−=

∆
−∆+

2
)()(

00
00 ;

б) x(t0 + ∆t) – x(t0) = –a(t0 + ∆t) + b –at0 – b = –a∆t;

Имеем: Vср = – a
t
ta −=

∆
∆ ;

в) x(t0 + ∆t) – x(t0) = 2
g (t0 + ∆t)2 –

2
g t0

2 = gt0∆t +
2
g (∆t)2;

Имеем: Vср = tggt
t

tgtgt
∆+=

∆

∆+∆

2

)(
2

0

2
0

;

г) x(t0 + ∆t) – x(t0) = a(t0 + ∆t) – b –at0 + b = a∆t;

Имеем: Vср = a
t
ta =

∆
∆ .

13. Понятие о производной

188.
а) Угловой коэффициент касательной к  f(x) = x2 – 2x – 3 в точке
x0 = 0; k = –1 – отрицательный; в т.x0 = 3; k = 2 – положительный.
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б) Угловой коэффициент касательной к f(x) = 1
2

2
+x  в точке

x0 = –2;k=–1 – отрицательный; в т.x0 = 1; k=2 – положительный.

189.
Пусть k – коэффициент; α – угол с OX:
а) k(x1) < 0, α(x1) – тупой;
k(x4) > 0, α(x4) – острый;
в т. x2 и x3 касательной не существует;
б) k(x1), k(x2), k(x3), k(x4) > 0;
α(x1), α(x2), α(x3), α(x4) – острые;
в) k(x1) < 0, α(x1) – тупой;
k(x3), k(x4) > 0; α(x3), α(x4) – острые;
в т. x2 касательной не существует;
г) k(x1), k(x2), k(x3), k(x4) < 0;
α(x1), α(x2), α(x3), α(x4) – тупые углы.
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190.
Функция возрастает на [a;b], [c,d]; функция убывает на [b;c], [d;e];
k(b) = 0, k(x2) < 0, k(c) = 0, k(x3) > 0, k(d) = 0, k(x1) > 0, k(x4) < 0.

191.
а) ∆f = f(x0 + ∆x) – f(x0) = 2(x0 + ∆x)2 – 2x0

2 = 4x0∆x + 2(∆x)2 =
= 2∆x(2x0 + ∆x);

x
xxx

x
f

∆
∆+∆

=
∆
∆ )2(2 0 = 2(2x0 + ∆x);

если x0 = 1, то 
x
f

∆
∆ = 2(2 + ∆x);

при ∆x = 0,5, 
x
f

∆
∆ = 2(2 + 0,5) = 5;

при ∆x = 0,1, 
x
f

∆
∆ = 2(2 + 0,1) = 4,2;

при ∆x = 0,01, 
x
f

∆
∆ = 2(2 + 0,01) = 4,02;

б) ∆f = f(x0 + ∆x) – f(x0) = (x0 + ∆x)2 – x0
2 = 2x0∆x + (∆x)2 =

= ∆x(2x0 + ∆x);

x
f

∆
∆ = 2x0 + ∆x;

если x0 = 1, то 
x
f

∆
∆ = 2 + ∆x; если ∆x = 0,5, 

x
f

∆
∆ =

2
5 ;

если ∆x = 0,1, 
x
f

∆
∆ = 2,1; если ∆x = 0,01, 

x
f

∆
∆ = 2,01;

192.

а) 
x
f

∆
∆ →8x0 при ∆x→0; если x0 = 2, то 

x
f

∆
∆ → 16 при ∆x→0;

если x0 = –1, то 
x
f

∆
∆ → –8 при ∆x→0;

б) 
x
f

∆
∆ →3x0

2 при ∆x→0; если x0 = 1, то 
x
f

∆
∆ → 3 при ∆x→0;

если x0 = –21, то 
x
f

∆
∆ → 1323 при ∆x→0;

в) 
x
f

∆
∆ →3x0 при ∆x→0; если x0 = 4, то 

x
f

∆
∆ → 12 при ∆x→0;

если x0 = 1, то 
x
f

∆
∆ → 3 при ∆x→0;
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г) 
x
f

∆
∆ → –2x0 при ∆x→0;

если x0 = 1, то 
x
f

∆
∆ → –2 при ∆x→0;

если x0 = 2, то 
x
f

∆
∆ → –4 при ∆x→0;

193.
а) f′(x) = (x3)′ = 3x2; f′(x0) = 3x0

2;
f′(2) = 3⋅4 = 12,  f′(–1,5) = 3⋅2,25 = 6,75;
б) f′(x) = (4 – 2x)′ = –2; f′(x0) = –2; f′(0,5) = f′(–3) = –2;
в) f′(x) = (3x – 2)′ = 3; f′(x0) = 3; f′(5) = f′(–2) = 3;
г) f′(x) = (x2)′ = 2x; f′(x0) = 2x0; f′(2,5) = 2⋅2,5 = 5,  f′(–1) = 2⋅(–1) = –2;

194.

а) =
∆

+−∆+−∆−=
∆

−∆+=
∆
∆

x
xxxxxx

x
xfxxf

x
f 0

2
00

2
000 3)(3)()()(

323)(2
0

2
0 −∆+=

∆
∆−∆+∆= xx

x
xxxx ;

x
f

∆
∆ →2x0 – 3 при ∆x→0, т.е. f′(x0) = 2x0 – 3;

f′(–1) = –2 – 3 = –5; f′(2) = 2⋅2 – 3 = 1;

б) 
x

xxx
x
f

∆
−∆+=

∆
∆ 3

0
2

0 2)(2 =
∆

∆+∆+∆=
x

xxxxx 32
0

2
0 )()(66

2
0

2
0 )(66 xxxx ∆+∆+= ;

x
f

∆
∆ →6x0

2  при ∆x→0, т.е. f′(x0) = 6x0
2; f′(0) = 0;    f′(1) = 6;

в) 
x
f

∆
∆ =

)(
1

)(
111

000000 xxxxxxx
x

xxxx ∆+
−=

∆+∆
∆−=





−

∆+∆
;

x
f

∆
∆ → – 2

0

1
x

  при ∆x→0, т.е. f′(x0) = – 2
0

1
x

; f′(–2) = 
4
1− ;    f′(1) = –1;

г) 
x

xxx
x
f

∆
+−∆+−=

∆
∆ 2

0
2

0 4)(4 =
∆

∆−∆−
=

x
xxx 2

0 )(2
xx ∆−− 02 ;

x
f

∆
∆ → –2x0  при ∆x→0, т.е. f′(x0) = –2x0;

f′(3) = –2⋅3 = –6;    f′(0) = 0;
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195.

k =
x

xxx
x

xfxxf
∆

−∆+=
∆

−∆+ 2
0

2
000 )()()( = 2x0 + ∆x;

Используя то, что k=2x0 и т. (x0;x0
2) принадлежит прямой, получим:

x0
2 = 2x0⋅x0 + b = x0

2 – 2x0
2 = –x0

2;
y =2x0⋅x0 – x0

2 – уравнение касательной к графику функции y = x2b
в точке x0;
а) x0 = –1; y = –2x – 1; б) x0 = 3; y = 2⋅3x – 32 = 6x – 9;
в) x0 = 0; y = 2⋅0x – 02 = 0; г) x0 = 2; y = 2⋅2x – 22 = 4x – 4;

196.

а) Vср(∆t) = 828)(8)(
0

0
2
00

2
0 +∆−−=

∆
−+∆++∆+− tt

t
tttttt ;

Имеем:
Vср→ –2t0 + 8 при ∆t→0;
Vмгн(t0) = –2t0 + 8; Vмгн(6) = –4;

б) Vср(∆t) = 2
0

2
0

3
0

3
0 )(399232)(3 tttt

t
ttt ∆+∆+−=

∆
−−+∆+ ;

Vср→ –9t0
2  при ∆t→0;

Vмгн(t0) = –9t0
2 ; Vмгн(2) = 36;

в) Vср(∆t) = 
4

2
4

)()()( 0
2
0

2
000 tt

t
ttt

t
txttx ∆+=

∆
−∆+=

∆
−∆+ ;

Vср→ 2
0t   при ∆t→0;

Vмгн(t0) = 2
0t ; Vмгн(4) = 2;

г) Vср(∆t) = 5
353)(5)()( 0000 =

∆
+−−∆+

=
∆

−∆+
t

ttt
t

txttx ;

Vср = Vмгн = 5 при любом значении t0.

14. Понятие о непрерывности функции
в предельном переходе

197.
а) непрерывна в т. x1, x2, x3;
б) непрерывна в т. x1 и x3; в т. x2 не является непрерывной;
в) непрерывна в т. x1, x2; в т. x3 не является непрерывной;
г) непрерывна в т. x1, x2, x3;
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198.

а) f(x) =




−>−
−≤−

;1,1
,1,1

2 xx
xx

Функция не является
непрерывной в т. x = –1.

б) f(x) =






≥−

<

;0,4

,0,4
2 xx

x

Функция является
непрерывной во всех точках
области определения.

в) f(x) =




>−
≤−

;0,12
,1,2

xx
xx

Функция является
непрерывной во всех точках
области определения.

г) f(x) =






≥

<+

;1,1
,1,2

x
x

xx

Функция не является
непрерывной в точке x = 1.
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199.
а) f(x) = x3 – 4x = x(x – 2)(x + 2);
Функция f(x) непрерывна в каждой точке (–∞; +∞);

б) f(x) =
1−x

x ;

Функция f1(x) = x  непрерывна на (0; +∞), а значит и на [2;+∞);
функция f2(x) = x – 1 непрерывна на (–∞;+∞), а значит и на [2;+∞).

f2(x) = 0 при x = 1 ∉ [2;+∞), следовательно,

f(x) =
)(
)(

2

1

xf
xf  непрерывна на [2;+∞);

в) f(x) = x2 + 2x – 1,
функция f1(x) = x2 = x⋅x является непрерывной на R, а

следовательно, и на [–10;20]; функция f2(x) = 2x – 1 непрерывна на
R, следовательно, и на [–10;20], а следовательно, f(x) = f1(x) + f2(x)
непрерывна на [–10;20];
г) f(x) = 5x – x ;
функция f1(x) = 5x непрерывна на R, а значит и на R+;
функция f2(x) = x  непрерывна на R+, а значит, f(x) = f1(x) – f2(x)

непрерывна на R+.

200.
а) f(x) = x2 – 3x +4 = f1(x) + f2(x),
где f1(x) = x2, f2(x) = 4 – 3x – функции непрерывные;
если x→0, то f1(x) = x2→0 и f2(x) = 4 – 3x→4, тогда f(x)→4;
если x→2, то f1(x)→4 и f2(x)→ –2, тогда f(x)→2;

б) f(x) = )()(
1

212 xfxf
x

x ⋅=
+

, где f1(x) = x, f2(x) =
1

1
2 +x

– функции

непрерывные при x ∈ R;

если x→1, то f1(x)→1 и f2(x)→
2
1 , то f(x)→

2
1 ;

если x→4, то f1(x)→4 и f2(x)→
17
1 , то f(x)→

17
4 ;

в) f(x) = 4 –
2
x  – функция, непрерывная при x ∈ R;

если x→ –2, то f(x)→5; если x→0, то f(x)→4;

г) f(x) = 4x – )()(
4 21

2
xfxfx ⋅= , где f1(x) = x, f2(x) =

4
4 x− – функции

непрерывные при x ∈ R;
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если x→ –1, то f1(x)→ –1 и f2(x)→4,25, тогда f(x)→ –4,25;
если x→4, то f1(x)→4 и f2(x)→3, тогда f(x)→12;

201.
а) 3f(x)g(x) → 3⋅1⋅(–2) = –6;

б) 3
21

)2(1
)()(
)()( −=

−
−−→

+
−

xgxf
xgxf ;

в) 4f(x) – g(x) → 4⋅1⋅ – (–2) = 6;
г) (3 – g(x))f(x) → (3 – (–2))⋅1 = 5.

202.

а) 12
)5,0(

3
))((
)(

22 =
−

→
xg
xf ;

б) (f(x) – g(x)2 → (3 – (–0,5))2 = 12,25;
в) (f(x))2 + 2g(x) → 32 + 2(–0,5) = 8;

г) 25,0
23
)5,0(

2)(
))(( 22

=
−

−→
−xf

xg .

203.

а) f(x) =
3

332

−
++

x
xx ;

f1(x) = x2 + 3x + 2 при x→4 f1(x)→42 + 3⋅4 + 2 = 30;
f2(x) = x – 3 при x→4 f2(x)→4 – 3 = 1;

при x→4 f(x) = 30
1
30

)(
)(

2

1 =→
xf
xf ;

б) f(x) =
72

3
2

3

+−
−

xx
xx ;

при x→ –1 f1(x) = x3 – 3x → (–1)3 – 3(–1) = 2;
при x→ –1 f2(x) = x2 – 2x + 7 → (–1)2 – 2(–1) + 7 = 10;

при x→ –1 f(x) =
5
1

10
2

)(
)(

2

1 =→
xf
xf ;

в) f(x) =
x
x

+
−

2
25 ;

при x→ 2 f1(x) = 5 – 2x → 5 – 2⋅2 = 1;
при x→ 2 f2(x) = 2 + x → 2 + 2 = 4;

при x→ 2 f(x) =
4
1

)(
)(

2

1 →
xf
xf ;
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г) f(x) =
3
92

+
−

x
x ; 

3
92

+
−

x
x =

)3(
)3)(3(

+
+−

x
xx = x – 3,

т.е. функция f(x)=
3
92

+
−

x
x  и g(x)=x–3 совпадают всюду, кроме x=–3;

при x → –1  g(x) = x – 3 → –1 – 3 = –4.

204.
Пусть H значение периметра квадрата, h – найденное значение

периметра, A – значение стороны квадрата, a – измененное
значение.
По условию:
|A – a| ≤ 0,01 дм; |4A – 4a| ≤ 4⋅0,01 дм; |H – h| ≤ 0,04 дм;
Значит, периметр найден с точностью до 0,04 дм.

205.
Используем те же обозначения, что и в задаче 204. Имеем:
|H – h| ≤ 0,03 дм; |3A – 3a| ≤ 3⋅0,01 дм; |A – a| ≤ 0,01 дм;
Сторону треугольника достаточно изменить с точностью до 0,01 дм.

206.
Пусть K – значение длины окружности, k – найденное значение

длины окружности, R – точное значение радиуса, r – измеренное
значение радиуса. Тогда:

K = 2πR, k = 2πr дм; |K – k| = |2πR – 2πr| ≤ 0,06 дм;

|R – r| ≤
π
03,0  дм или |R – r| ≤ 0,01 дм.

Радиус необходимо измерить с точностью до 0,01 дм.
207.
а) При x→a C→C, т.к. функция f1 = C непрерывна при каждом x;
f(x) →A при x→a по условию задачи, тогда
при x→a Cf(x)→C⋅A;
б) f(x)→A при x→a по условию, g(x)→B при x→a по условию,

тогда –g(x)→ –B при x→a и f(x) – g(x)→A – B при x→a;
в) (f(x))2 –(g(x))2 = (f(x) – g(x))(f(x) + g(x));
при x→a f(x) – g(x) → A – B и f(x) + g(x)→A + B,
тогда при x→a  (f(x) – g(x))(f(x) + g(x))→(A – B)(A + B) = A2 – B2;
г) (f(x))n = f(x)⋅(f(x))n-1 = ... =

444 3444 21
раз 

)(...)()(
n

xfxfxf ⋅⋅⋅ ;

при x→a f(x)→a по условию, тогда при x→a
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(f(x))n =
444 3444 21

раз 

)(...)()(
n

xfxfxf ⋅⋅⋅ = 43421
раз 
...

n
AAA ⋅⋅⋅ = An, где n ∈ Z;

15. Правила вычисления производных

208.
а) f′(x) = (x2 + x3)′ = 2x + 3x2;

б) f′(x) = (
x
1 + 5x – 2)′ = – 2x

x′
+ 5 = – 2

1
x

+ 5;

в) f′(x) = (x2 + 3x – 1)′ = 2x + 3;

г) f′(x) = (x3 + x )′ = (x3)′ +

′













2
1

x = 3x2 +
x2

1 .

209.
а) f′(x) = (x3)′(4 + 2x – x2) + x3(4 + 2x – x2)′ =
= 3x2(4 + 2x – x2) + x3(2 – 2x) = –5x4 + 8x3 + 12x2;
б) f′(x) = ( x )′(2x2 – x) + x (2x2 – x)′ =

=
x2

1 (2x2 – x) + x (4x – 1) = 5x x – x
2
3 ;

в) f′(x) = (x2)′(3x + x3) +x2(3x + x3)′ =
= 2x(3x + x3) + x2(3 + 3x2) = 9x2 + 5x4;
г) f′(x) = (2x – 3)′(1 – x3) + (2x – 3)(1 – x3)′ =
= 2(1 – x3) – 3x2(2x – 3) = –8x3 + 9x2 + 2.

210.

а) y′(x) = =
−

′−+−−′+
2)53(

)53)(21()53()21(
x

xxxx

22 )53(
11

)53(
)21(5)53(2

xx
xx

−
=

−
++−= ;

б) y′(x) = =
−

′−−−′
2

22

)12(
)12()12()(

x
xxxx

22

2

)12(
)1(2

)12(
2)12(2

−
−=

−
⋅−−=

x
xx

x
xxx ;

в) y′(x) = =
+

′+−−+′−
2)85(

)85)(23()85()23(
x

xxxx
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22 )85(
34

)85(
)23(5)85(3

+
=

+
−−+=

xx
xx ;

г) y′(x) = =
′−−⋅′−

22

22

)(
))(43()43(

x
xxxx

3

2

4

2 64)43(24
x

xx
x

xxx −=−−−= .

211.
а) y′(x) = (x8)′ – 3(x4)′ – x′ + 5′ = 8x7 – 12x3 – 1;

б) y′(x) = ( ) =
′

+
′






−′ x

x
x 2

14)(
3
1

xx
xx

2
18

3
1

2
18

3
1

3
2
1

3 ++=++=
−− ;

в) y′(x) = (x7)′ – 4(x5)′ + 2x′ – 1′ = 7x6 – 20x4 + 2;

г) y′(x) = ( ) 4
4

3
2 9332

2
1113

2
1

x
xxx

x
x −=⋅−⋅=′+

′





+

′ − .

212.
а) f′(x) = (x2)′ – 3x′ = 2x – 3;

f′ 




−

2
1 = –4;

f′(2) = 1;

б) f′(x) = x′ – 4 ( )′x = 1 –
x

2 ;

f′(0,01) = 1 –
01,0

2 = –19;

f′(4) = 1 –
2
2 = 0;

в) f′(x) = x′ –
′








x
1 =1 + 2

1
x

; f′ ( )
2
32 = ;

f′ 





−

3
1 = 1 + ( )23− = 4;

г) f′(x) = 2)2(
)2)(3()2()3(

x
xxxx

+
′+−−+′− = 2)2(

5
x+

− ;
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f′(–3) = –5; f′(0) = –
4
5 .

213.
а) f′(x) = 2(x2)′ – x′ = 4x – 1;
4x – 1 = 0;
x = 0,25;
f′(x) = 0 при x = 0,25;

б) f′(x) = –
3
2 (x3)′ + (x2)′ + 12′ = –2x2 + 2x;

–2x2 + 2x = 0;
x(1 – x) = 0;
x = 0 или x = 1;
f′(x) = 0 при x = 0; 1;

в) f′(x) =
3
1 (x3)′ – 1,5(x2)′ – 4x′ = x2 – 3x – 4;

x2 – 3x – 4 = 0;
x = –1 либо x = 4;
f′(x) = 0 при x = –1; x =4;
г) f′(x) = 2x′ – 5(x2)′ = 2 – 10x;
2 – 10x = 0; x = 0,2;
f′(x) = 0 при x = 0,2.

214.
а) f′(x) = 4x′ – 3(x2)′ = 4 – 6x;
f′(x) < 0:   4 – 6x < 0;

x >
3
2 ;

б) f′(x) = (x3)′ + 1,5(x2)′ = 3x2 + 3x = 3x(x +1);
f′(x) < 0:  3x(x + 1) < 0; x ∈ (–1; 0);
в) f′(x) = (x2)′ – 5x′ = 2x – 5;
f′(x) <0:  2x – 5 < 0; x ∈ (–∞; 2,5);

г) f′(x) = 4x′ –
3
1 (x3)′ = 4 – x2 = (2 – x)(2 + x);

f′(x) < 0:  (2 – x)(2 + x) < 0;
x ∈ (–∞; –2) ∪ (2; +∞).

215.

а) f′(x) = =
+

′+−−+′−
25

5353

)41(
)41)(3()41()3(

x
xxxxxx
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25

257

25

4352

)41(
33488

)41(
20)3()41)(33(

x
xxx

x
xxxxx

+
−++−=

+
⋅−−+−= ;

б) f′(x) = ( ) ( ) =
′

−




 ++−

′





 + xx

x
xx

x
2323 22

( ) =





−





 ++−





 +−=

x
x

x
xx

x 2
13223 2

2

=−−−++−=
22

32346
2

xx
xx

xx
xx

x
x

=
2

5
2

346
2

xx
xx

x
x

−++− ;

в) f′(x) = =
−

′−−−−′−
23

3636

)1(
)1)(25()1()25(

x
xxxx

23

285

23

6235

)1(
15612

)1(
)25(3)1(12

x
xxx

x
xxxx

−
++−=

−
−+−−= ;

г) f′(x)=( x )′(3x5 – x)+ x (3x5 – x)′ =
x2

1 (3x5 – x) + x (15x4 – 1) =

= x
2
3 (11x4 – 1).

216.

а) f′(x) = (x5)′ – 3
3
1 (x3)′ + 5x′ = 5x4 – 10x2 + 5 = 5(x – 1)2(x + 1)2;

f′(x) = 0: 5(x – 1)2(x + 1)2 = 0; x = –1 либо x = 1;
б) f′(x) = 2(x4)′ – (x8)′ = 8x3 – 8x7 = 8x3(1 – x2)(1 + x2) =
= 8x3(1 – x)(1 + x)(1 + x2);
x = –1 либо x = 0 либо x = 1;
в) f′(x) = (x4)′ + 4x′ = 4x3 + 4 = 4(x + 1)(x2 – x + 1);
f′(x) = 0: 4(x + 1)(x2 – x + 1) = 0; x = –1;
г) f′(x) = (x4)′ – 12(x2)′ = 4x3 – 24x = 4x(x2 – 6) = 4x(x – 6 )(x + 6 );
f′(x) = 0: 4x(x – 6 )(x + 6 )= 0; x = – 6  либо x = 6 ;

217.
а) f′(x) = (x3)′ – 6(x2)′ – 63x′ = 3x2 – 12x – 63 = 3(x2 – 4x – 21);
f′(x) < 0: x2 – 4x – 21 < 0;  (x + 3)(x – 7) < 0; x ∈ (–3; 7);
б) f′(x) = 3x′ – 5(x2)′ + (x3)′ = 3 – 10x + 3x2;
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f′(x) < 0: 3 – 10x + 3x2 < 0;  3(x –
3
1 )(x – 3) < 0; x ∈ (

3
1 ; 3);

в) f′(x) =
3
2 (x3)′ – 8x′ = 2x2 – 8 = 2(x – 2)(x + 2);

f′(x) < 0:   (x – 2)(x + 2) < 0;
x ∈ (–2; 2);

г) f′(x) = 3(x2)′ – 9x′ –
3
1 (x3)′ = 6x – 9 – x2;

f′(x) < 0: 6x – 9 – x2 < 0;  x2 – 6x + 9 > 0;
x ∈ (–∞; 3) ∪(3; +∞).

218.
а) g(x) = x2 + 3x + 10;  g′(x) = (x2)′ + 3x′ + 10′ = 2x + 3;
б) f(x) = 4x4 – 0,4x + 2;  f′(x) = (4x4)′ – 0,4x′ + 2′ = 16x3 – 0,4;
в) h(x) = 4x2 – 2x;  h′(x) = 4(x2)′ – 2x′ = 8x – 2;

г) ϕ(x) = 3x3 –
2
1 x + 1,5; ϕ′(x) = 3(x3)′ –

2
1 x′ + 1,5′ = 9x2 –

2
1 .

219.

а) Утверждение неверно. К примеру, пусть f1(x) =
x
1  и f2(x) = –

x
1 .

Тогда f1′(x) = – 2
1
x

, f2′(x) = 2
1
x

 – в т. x0 = 0, очевидно, у каждой из

функций производной не существует. Однако, ϕ(x) = f1(x) + f2(x)

=
x
1 –

x
1 = 0 – имеет производную, равную 0, в любой т. x0→R.

б) Пусть ϕ(x) = f1(x) + f2(x) имеет производную в т. x0 и функция
f1(x) также имеет производную в т. x0, но функция f2(x) не имеет в
этой точке производной. Обозначим ϕ′(x0) = a, f1′(x0) = b.
Тогда f2′(x0) = ϕ′(x0) – f1′(x0) = a – b, т.е. функция f2(x) имеет

производную в т. x0, что противоречит предположению, т.е. ϕ(x) не
имеет производной в точке x0.

16. Производная сложной функции

220.

а) h(x) = cos3x; б) h(x) = sin 




 π−

3
2x ;
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y= f(x) = 3x,  g(y) = cosy; y= f(x) = 2x –
3
π ,  g(y) = siny;

в) h(x) = tg
2
x ; г)h(x) = cos 





 π+

4
3x ;

y = f(x) =
2
x ;  g(y) = tgy; y= f(x) = 3x +

4
π ;  g(y) = cosy.

221.
а) h(x) = (3 – 5x)5; б) h(x) = xcos ;

y = f(x) = 3 – 5x;  g(y) = y5; y = f(x) = cosx;  g(y) = y ;

в) h(x) = (2x + 1)7; г) h(x) = tg
x
1 ;

y = f(x) = 2x + 1;   g(y) = y7; y = f(x) =
x
1 ;  g(y) = tgy.

222.

а) y = 29 x− ; б) y =
127

1
2 +− xx

;

y ≥ 0:  9 – x2 ≥ 0; y > 0:  x2 – 7x + 12 > 0;
(x – 3)(x + 3) ≤ 0;  –3 ≤ x ≤ 3; (x – 3)(x – 4) > 0;





>
<

;4
;3

x
x

в) y = 225,0 x− ; г) y =
254

1

xx −+
;

y ≥ 0:  0,25 – x2 ≥ 0; y > 0:  4x + 5 – x2 > 0;
(x – 0,5)(x + 0,5) ≤ 0; (x + 1)(x – 5) < 0;
–0,5 ≤ x ≤ 0,5; –1 < x < 5.

223.

а) y = xcos ; б) y =





 π−

6
sin

1

x
;

y ≥ 0:  cosx ≥ 0; y ≠ 0:  sin 




 π−

6
x ≠ 0;

–
2
π + 2πn ≤ x ≤

2
π + 2πn,  n ∈ Z; x ≠

6
π + πk,  k ∈ Z;
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Ответ: 








∈



 π+ππ+π− Znnn /2

2
;2

2
.

в) y = tg2x; г) y = xsin ;

2x ≠
2
π + πn,  n ∈ Z; y ≥ 0:  sinx ≥ 0;

x ≠
4
π +

2
π n,  n ∈ Z; 2πk ≤ x ≤ π + 2πk,  k ∈ Z.

224.
а) f′(x) = ((2x – 7)8)′ = 8(2x – 7)8-1(2x – 7)′ = 16(2x – 7)7;

б) f′(x) =
′








+ 3)15(
1

x
= –3(5x + 1)-3-1(5x + 1)′ = – 4)15(

15
+x

;

в) f′(x) = ((9x + 5)4)′ = 4(9x + 5)4-1(9x + 5)′ = 36(9x + 5)3;

г) f′(x) =
′








− 5)16(
1

x
= –5(6x – 1)5-1(6x – 1)′ = – 6)16(

30
−x

.

225.

а) f′(x) = 10

199

2
32

9
2

3
2

39
2

3






 −

=
′






 −





 −−=

′
















 −

−−−

x
xxx ;

б) f′(x) = ( ) −
′






 −





 −=










−−





 −

−

7
4
17

4
18217

4
1 18

4
8

xxxx

– 4(1 – 2x)4-1⋅(1 – 2x)′ = 2
7

7
4
1






 −x + 8(1 – 2x)3;

в) f′(x) = ((4 – 1,5x)10)′ = 10(4 – 1,5x)10-1(4 – 1,5x)′ = –15(4 – 1,5x)9;
г) f′(x) = ((5x – 2)13 – (4x + 7)-6)′ = 13(5x – 2)13-1⋅(5x – 2)′ +

+ 6(4x + 7)-6-1⋅(4x + 7)′ = 65(5x – 2)12 + 7)74(
24
+x

.

226.
а) y = xcos21− ;

y ≥ 0:  1 – 2cosx ≥ 0;  cosx ≤
2
1 ;
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arccos
2
1 + 2πn ≤ x ≤ 2π – arccos

2
1 + 2πn;

3
π + 2πn ≤ x ≤

3
5π + 2πn,  n ∈ Z;

б) y = 14
2 −

x
;

y ≥ 0:  2
4
x

– 1 ≥ 0;







≠
≤−

;0
,042

x
x





≠
≤+−

;0
,0)2)(2(

x
xx





≠
≤≤−

;0
,22

x
x

⇒ x ∈ [–2; 0) ∪ (0; 2];

в) y = 5,0sin −x ;
y ≥ 0:  sinx – 0,5 ≥ 0;  sinx ≥ 0,5;

6
π + 2πk ≤ x ≤

6
5π + 2πk,  k ∈ Z;

г) y = 11 +
x

;

y ≥ 0:  
x
1 + 1 ≥ 0;  01 ≥+

x
x ;





≠
≥+

;0
;0)1(

x
xx









≠





≥

−≤

.0
;0
;1

x
x
x

⇒ x ∈ (–∞; –1] ∪ (0; +∞).

227.
а) h(x) = f(g(x)) = 3 – 2x2;
б) h(x) = g(p(x)) = sin2x;
в) h(x) = g(f(x)) = (3 – 2x)2;
г)h(x) = p(f(x)) = sin(3 – 2x).

228.

а) h(x) = f(g(x)) =
1cos

1
−x

;

cosx – 1 ≠ 0;
x ≠ 2πk,  k ∈ Z;
D(h) = R\{2πk/k ∈ Z};

б) h(x) = f(p(x)) =
1

1
−x

;
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





≠≠−

≥≥

;1,01

;0,0

xx

xx
 D(h) = [0; 1) ∪ [1; +∞);

в) h(x) = p(f(x)) = xcos ;
cosx ≥ 0;

Znnxn ∈π+π≤≤π+π− ,2
2

2
2

;

D(h) =








∈



 π+ππ+π− Znnn /2

2
;2

2
;

г) h(x) = p(f(x)) =
1

1
−x

;

x – 1 > 0;  x > 1;
D(h) = (1; +∞).

229.

а) f(x) =
2
1 x,  g(x) = 2x;  f(g(x)) =

2
1 (2x) = x;

б) f(x) = x2;  g(x) = x , где x≥ 0. f(g(x)) = ( x )2 = x;

в) f(x) =
3
1 x – 

3
2 ;  g(x) = 3x + 2;  f(g(x)) = – 112 −+x = –|x| = x

при x ≤ 0.

230.
а) f′(x)=17(x3 – 2x2 +3)17-1(x3 – 2x2 + 3)′ = 17(x3 – 2x2 + 3)16(3x2 – 4x) =
= 17x(x3 – 2x2 + 3)16(3x – 4);

б) f′(x) = ( ) ( )=−−=
′








+
+

′



 −
− 41

2
1

4
2

4 11
2
1

3
11 xx

x
x

= (x2 + 3)-2(x2 + 3)′ = 224

3

)3(
2

1

2
+

−
−

−
x

x

x

x ;

в) f′(x) =
2
1 ( ) ( )

54

45454
2

21
2
1

2

+
=

′
++

−

x

xxx ;

г) f′(x) = 5(3 – x3)5-1(3 – x3)′ + )72()72(
2
1 1

2
1

′−−
−

xx =

= –15x2(3 – x3)4 +
72

1
−x

.
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17. Производные тригонометрических функций

231.

а) y′(x) = 2cosx; б) y′(x) = –
2
1 cosx;

в) y′(x) = –0,5cosx; г) y′(x) =
2
3 cosx.

232.
а) y′(x) = –3sinx; б) y′(x) = 1 – 2sinx;

в) y′(x) = sinx; г) y′(x) = 2cosx –
2
3 sinx.

233.

а) y′(x) = –
x2cos

3 ; б) y′(x) = –sinx –
x2cos

1 ;

в) y′(x) =
x2cos2

1 ; г) y′(x) = 
x2cos

2 – cosx.

234.

а) f′(x) =
2
1 (cos(2x – π))′ = –

2
1 (–sin2x)⋅2 = sin2x;

f′(x) = f′(π) = 0;

б) f′(x) = x′ + (tgx)′ = 1 +
x2cos

2
2 ;

f′(0) = f′(π) = 1 +
1
2 = 3;

в)f′(x) = 3
3

sin
3

sin
3
13

3
cos3

23
sin xxxx =





−−=

′





−=

′












 π− ;

f′(0) = 0;   f′(π) = sin
2
3

3
=π ;

г) f′(x) = 2
2

sin
2

sin
2
12

2
cos xxx −=





−⋅=

′





 ;

f′(0) = 0;   f′(π) = –sin
2
π = –1.
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235.

а) f′(x) =
2
1 x′ + (cosx)′ =

2
1 – sinx;

f′(x) = 0: 
2
1 – sinx = 0;

то x = (–1)k

6
π + πk,  k ∈ Z;

б) f′(x) = x′ – (tgx)′ = 1 –
x2cos

1 ;

f′(x) = 0:  1 –
x2cos

1 = 0;

то cosx = –1 либо cosx = 1;
x = π + 2πn,  n ∈ Z либо x = 2πk,  k ∈ Z;
в) f′(x) = 2(sinx)′ – 1′ = 2cosx;
f′(x) = 0:  cosx = 0;

то x =
2
π + πn, n ∈ Z;

г) f′(x) = x′ – (cosx)′ = 1 + sinx;
f′(x) = 0:  1 + sinx = 0;

то x = –
2
π + πn, n ∈ Z.

236.
а) f′(x) = 3x2sin2x + 2x3cos2x;

б)f′(x) = 4x3 +
x2cos

2
2 ;

в) f′(x) = 22
3cos3sin33cos)3(cos

x
xxx

x
xxxx −−=
′⋅−⋅′ ;

г) f′(x) =
x

xxx
x

xxxx
22 sin

cossin
sin

)(sinsin −=
′−′

.

237.
а) f′(x) = 2sinx⋅(sinx)′ = 2sinxcosx = sin2x;

б) f′(x) =
x
x

xx
xx

xx 2sin
2cos4

)sincos2(
)sin(cos4

sin
1

cos
1

22

22

22
−=−−=− ;

в) f′(x) = 2cosx⋅(cosx)′ = –2cosxsinx = –sin2x;
г) f′(x) = (sin2x + cos2x)′ = 0.
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238.
а) f′(x) = (cos2xsinx + sin2xcosx)′ = 3cos3x;

б) f′(x) =
2

sin
2
1

4
sin

4
cos 22 xxx −=

′





 − ;

в) f′(x) = (sin5xsin3x + cos5xsin3x)′ = –2sin2x;
г) f′(x) = (sin3xcos3x)′ = 3cos6x.

239.
а) f′(x) = 2(sin2x)′ – 2 x′ = 2sin2x – 2 ;
f′(x) = 0:  2sin2x – 2 = 0;

2x = (–1)k

4
π + πk; x = (–1)k

8
π +

2
π k,  k ∈ Z; f′(x) > 0:  sin2x >

2
2 ;

4
π + 2πn < 2x <

4
3π + 2πn; 

8
π + πn < x <

8
3π + πn,  n ∈ Z;

б) f′(x) = 2x′ + (cos(4x – π))′ = 2 – (cos4x)′ = 2 + 4sin4x;
f′(x) = 0:  2 + 4sin4x = 0;

4x = (–1)k+1

6
π + πk; x = (–1)k+1

24
π +

4
π k,  k ∈ Z;

f′(x) > 0:  sin4x > –
2
1 ;

–
6
π + 2πn < 4x <

6
7π + 2πn; –

24
π +

2
π n < x <

24
7π +

2
π n,  n ∈ Z;

в) f′(x) = (cos2x)′ = –2sin2x; f′(x) = 0:  –2sin2x = 0;

2x = πn;   x =
2
π n,  n ∈ Z; f′(x) > 0:  –2sin2x > 0;

–π + 2πk < 2x < 2πk; –
2
π + πk < x < πk,  k ∈ Z;

г) f′(x) = (sin2x)′ – 3 x′ = 2cos2x – 3 ; f′(x) = 0:  2cos2x – 3 = 0;

2x = ±
6
π + 2πk; x = ±

12
π + πk,  k ∈ Z; f′(x) > 0:  cos2x >

2
3 ;

–
6
π + 2πn < 2x <

6
π + 2πn; –

12
π + πn < x <

12
π + πn,  n ∈ Z.

240.
а) f(x) = x + cosx + 5; б) f(x) = sin2x + 1;
в) f(x) = 20 – sinx; г) f(x) = 2 – 3cosx.
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§ 5. ПРИМЕНЕНИЕ НЕПРЕРЫВНОСТИ
И ПРОИЗВОДНОЙ

18. Применение непрерывности

241.
а) f(x) = x4 – x + 1;
f′(x) = 4x3 – 1,  D(f′) = R – непрерывна на R, а значит и в
т. x1 = 0 и x2 = –1.

б) f(x) =






−>−

−≤+

.1,

;1,1
2 xxx

xx

f′(x1 = 0) = 2⋅0 – 1 = –1 – дифференцируема в т. x1 = 0 и, значит,
непрерывна в этой точке.

f(x2 + ∆x)→2 при ∆x > 0 и ∆x→0;
f(x2 + ∆x)→2 при ∆x < 0 и ∆x→0,
поэтому в т. x2 = –1 функция является непрерывной.

в) f(x) =






≥−
<−

.0,25
;0,1 2

xx
xx

f′(x) = –2⋅(–1) = 2 – функция непрерывна в т. x2 = –1.
f(x1 + ∆x)→5 при ∆x > 0 и ∆x→0;
f(x1 + ∆x)→1 при ∆x < 0 и ∆x→0,
значит, f(x) в т. x1 = 0 не является непрерывной.
г) f(x) = 2x – x2 + x3;
f′(x) = 2 – 2x + 3x2 ,  D(f′) = R – функция непрерывна при x ∈ R,
а значит и в т. x1 = 0 и x2 = –1.

242.
а) f(x) = x3 – 2x2;
f′(x) = 3x2 – 4x,  D(f′) = R – функция f(x) непрерывна при x ∈ R;

б) f(x) = 2

3

3
27
xx

x
+
+ ;

D(f) = (–∞; –3) ∪ (–3; 0) ∪ (0; +∞);
т.е. x ∈ (–∞; –3), x ∈ (–3; 0), x ∈ (0; +∞);
в) f(x) = 2x4 – 3x2 + 4;
f′(x) = 8x3 – 6x,  D(f′) = R – функция f(x) непрерывна при x ∈ R;

г) f(x) =
8

65
3

2

−
+−

x
xx ;

D(f) = (–∞; 2) ∪ (2; +∞); т.е. x ∈ (–∞; 2),  x ∈ (2; +∞).
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243.
а) f(x) = 1,4 – 10x2 – x3 непрерывна на [0, 1] и f(0) = 1,4 > 0,
f(1) = –9,6 < 0 – функция f(x) имеет на [0; 1] корень;
f(0,2) = 0,992 > 0, f(0,4) = –0,264 < 0 – корень x0 ∈ [0,2; 0,4],
x0 ≈ 0,3 с точностью до 0,1;
б) f(x) = 1 + 2x2 – 100x4 непрерывна на [0, 1] и f(0) = 1 > 0,
f(1) = –97 < 0 – функция f(x) имеет на [0; 1] корень;
f(0,3) = 0,37 > 0, f(0,5) = –4,75 < 0 – корень x0 ∈ [0,3; 0,5],
x0 ≈ 0,4 с точностью до 0,1;
в) f(x) = x3 – 5x + 3 непрерывна на [0, 1] и f(0) = 3 > 0,
f(1) = –1 < 0 – функция f(x) имеет на [0; 1] корень;
f(0,6) = 0,216 > 0, f(0,8) = –0,488 < 0 – корень x0 ∈ [0,6; 0,8],
x0 ≈ 0,7 с точностью до 0,1;
г) f(x) = x4 + 2x – 0,5 непрерывна на [0, 1] и f(0) = –0,5 < 0,
f(1) = 2,5 > 0 – функция f(x) имеет на [0; 1] корень;
f(0,2) = –0,0984 < 0, f(0,4) = 0,3256 > 0 – корень x0 ∈ [0,2; 0,4],
x0 ≈ 0,3 с точностью до 0,1.

244.
а) x2 – 5x + 4 > 0;
(x – 4)(x – 1) > 0;

++ –
x1 4

Ответ: (–∞; 1) ∪ (4; +∞).

б) 0
54

3
2 ≥

−+
+

xx
x ;

0
)1)(5(

3 ≥
−+

+
xx

x ;

+
x1

+
  –3  –5

– –

Ответ: (–5; –3] ∪ (1; +∞).
в) x2 – 3x – 4 ≤ 0;
(x + 1)(x – 4) ≤ 0;

++ –
x–1 4

Ответ: [–1; 4].
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г) 0
2

672
<

−
+−

x
xx ;

0
2

)6)(1( <
−

−−
x

xx ;

+–
x6

+
  2  1

–

Ответ: (–∞; 1) ∪ (2; 6).

245.

а) 0
32

)4)(2(
2 ≥

−+
−−

xx
xx ;

0
)3)(1(
)4)(2( ≥

+−
−−

xx
xx ;

+ –

–3

+–
x4

+
21

Ответ: (–∞; –3) ∪ (1; 2] ∪ [4; +∞).

б) 1
86

8
2 <

+− xx
;

0
86

6
2

2
>

+−
−

xx
xx ;

0
)4)(2(

)6( >
−−

−
xx

xx ;

+ –

  0 1

+–
x6

+
42

Ответ: (–∞; 0) ∪ (2; 4) ∪ (6; +∞).

в) 1
45

52
2

2
≥

++
+
xx

xx ;

0
)4)(1(
)2)(2( ≥

++
+−

xx
xx ;

+ –

–4 –2

+–
x2

+

–1
Ответ: (–∞; –4) ∪ [–2; –1) ∪ [2; +∞).
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г) 0
)4)(3(

322
<

−+
−−

xx
xx ;

0
)4)(3(
)3)(1( <

−+
−+

xx
xx ;

+ –

–3

+–
x4

+
  3–1

Ответ: (–3; –1) ∪ (3; 4).

246.

а) f(x) =
3

4
−

−
x

x ;

0
3

4 ≥
−

−
x

x ;

0
3

)4)(1( ≥
−

−+
x

xx ;

+–
x4

+
  3  1

–

D(f) = [–1; 3) ∪ [4; +∞).

б) f(x) = 1
4

3
2 +

−x
;

01
4

3
2 ≥+

−x
;

0
)2)(2(
)1)(1( ≥

+−
+−

xx
xx ;

+ –

–2 –1

+–
x2

+

  1
D(f) = (–∞; –2) ∪ [–1; 1] ∪ (2; +∞).

в) f(x) =
x
xx 1272 ++ ;

01272
≥++

x
xx ;
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0)4)(3( ≥++
x

xx ;

+
x0

+
  –3  –4

– –

D(f) = [–4; –3] ∪ (0; +∞).

г) f(x) =
1

81 2 −
−

x
;

0
1

81 2 ≥
−

−
x

;

0
)1)(1(
)3)(3( ≥

+−
+−

xx
xx ;

+ –

–3

+–
x3

+

  1–1
D(f) = (–∞; –3] ∪ (–1; 1) ∪ [3; +∞).

247.

а) f(x) =






≥−

<−

;4,)(

,4,4
2 xmx

xx

Видим, что f(x) является непрерывной на R при любом m, кроме
x = 4; условие непрерывности в т. x = 4:
f(4 – ∆x) = f(4 + ∆x) при ∆x→0 и ∆x > 0;
f(4 – ∆x) = ∆x,  f(4 + ∆x) = (4 + ∆x – m)2 при ∆x→0;
(4 – m)2 = 0,  m = 4;

б) f(x) =
mx
xx

−
−

2

2 3 .

Функция f(x) – дробно-рациональная, поэтому она будет
непрерывна на R, если D(f)=R; выражение x2–m≠0 при любых x, если
m< 0;

в) f(x) =






>+
≤+

;0,2
,0,3 2

xx
xmx

условие непрерывности в т.x = 0:
f(0 – ∆x) = f(0 + ∆x) при ∆x→0 и ∆x > 0;
f(0 – ∆x) = 3(∆x2) + m, f(0 + ∆x) = 2 + ∆x при ∆x→0;
3⋅0 + m = 2 + 0, m = 2;
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г) f(x) =
mx
x

+
−

4
5 , D(f) = R, если x4+m ≠0 при любом x, т.е. при m > 0.

248.
а) x4 – 10x2 + 9 ≤ 0;
(x2 – 9)(x2 + 1) ≤ 0;
(x – 3)(x + 3)(x – 1)(x + 1) ≤ 0;

–+
–3

+–

3
+

  1–1 x
x ∈ [–3; 1] ∪ [1; 3];
б) x4 – 8 ≥ 7x2;
(x2 – 8)(x2 + 1) ≥ 0;
(x – 2 2 )(x + 2 2 )(x2 + 1) ≥ 0;

++ –
x22– 22

x ∈ [–∞; –2 2 ] ∪ [2 2 ; +∞);
в) x4 –5x2 + 6 > 0;
(x2 – 2)(x2 – 3) > 0;
(x – 2 )(x + 2 )(x – 3 )(x + 3 ) > 0;

+ –

1

+–
x

+

– 3 3– 2 2

x ∈ (–∞; – 3 ) ∪ (– 2 ; 2 ) ∪ ( 3 ; +∞);
г) 5x2 – 4 > x4;
(x2 – 1)(x2 – 4) < 0;
(x – 1)(x + 1)(x – 2)(x + 2) < 0;

+ –

–2

+–
x2

+
  1–1

x ∈ (–2; –1) ∪ (1; 2).

249.
а) (x2 – 1)(x + 4)(x3 – 8) ≤ 0;
(x – 1)(x + 1)(x + 4)(x – 2)(x2 + 2x + 4) ≤ 0;
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–+
–4

+–

2
+

  1–1 x

x ∈ [–4; –1] ∪ [1; 2];

б) 42 −x (x – 3) < 0;







<−
>−

;03
;042

x
x   





<−
>+−

;03
;0)2)(2(

x
xx

x2–2 3

x ∈ (–∞; –2) ∪ (2; 3);
в) x2(3 – x)(x + 2) > 0;
x2(x – 3)(x + 2) < 0;

  0

–+
–2

+–

3 x

x ∈ (–2; 0) ∪ (0; 3);

г) 0
)3(

)5()2(
2

3
≥

+
+−

x
xx ;

–3–5 2 x
– +–+

x ∈ (–∞; 5] ∪ [2; +∞);

250.

а) f(x) = 29 xx − ;
9x – x2 ≥ 0;
x(x – 9) ≤ 0;

++ –
x  0 9

D(f) = [0; 9].

б) f(x) =
x

x 82 − ;

x2 –
x
8 ≥ 0;   0)42)(2( 2

≥++−
x

xxx ;
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++ –
x0 2

D(f) = (–∞; 0) ∪ [2; +∞).

в) f(x) = 316 xx − ;
16x – x3 ≥ 0;
x(x – 4)(x + 4) ≤ 0;

+–
x4

+
  0–4

–

D(f) = (–∞; –4] ∪ [0; 4].

г) f(x) = 3
271
x

− ;

1 – 3
27
x

≥ 0;

0)93)(3(
3

2
≥++−

x
xxx ;

++ –
x0 3

D(f) = (–∞; 0) ∪ [3; +∞).

19. Касательная к графику функции

251.
1) Касательная горизонтальна:
а) в т. B и т. D; б) в т. B, т. C и т. D;
в) в т. A, т. C и т. E; г) в т. A, т. C и т. E;
2) Касательная образует с осью абсцисс острый угол:
а) в т. A и т. E; б) в т. E;
в) в т. B и т. F; г) в т. D;
3) Касательная образует с осью абсцисс тупой угол:
а) в т. C; б) в т. A;
в) в т. D ; г) в т. B и т. F.
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252.
1) Производная функции равна нулю:
а) при x = b и x = d; б) при k = b и k = d;
в) при x = a, x = b и x = d; г) при x = b и x = d.

2) Производная функции больше нуля:
а) при x = c; б) при x = a и x = e;
в) при x = e; г) при x = c.
3) Производная функции меньше нуля:
а) при x = e; б) при x = c;
в) при x = c; г) при x = a и x = e.

253.

а) f′(x) = (x2)′ = 2x; б) f′(x) =
3
1 (x3)′ –x′ = x2 – 1;

tgα = f′(–3) = 2⋅(–3) = 6; tgα = f′(2) = 22 – 1 = 3;
в) f′(x) = (x3)′ = 3x2; г) f′(x) = (x2)′ + 2x′ = 2x + 2;
tgα = f′(–1) = 3⋅(–1)2 = 3; tgα = f′(1) = 2(1 + 1) = 4.

254.

а) f′(x) = 2(cosx)′ = –2sinx; б) f′(x) = –(tgx)′ = –
x2cos

1 ;

tgα = f′ 




 π

2
= –2sin

2
π = –2; tgα = f′(π) = –

π2cos
1 = –1;

в) f′(x) = 1′ + (sinx)′ = cosx; г) f′(x) = –(cosx)′ = sinx;
tgα = f′(π) = cosπ = –1; tgα = f′(–π) =sin(–π) = 0.

255.

а) f′(x) = 3⋅
′








x
1 = – 2

3
x

;

y = 









−⋅−+ 2

0
0

0

3)(3
x

xx
x

– уравнение касательной к графику

функции

f(x) =
x
3  в точке с абсциссой x0:

при x0 = –1: y =
1

3
−

– 3(x + 1) = –3x – 6;

при x0 = 1: y =
1
3 – 3(x – 1) = –3x + 6;
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б) f′(x) = 2x′ – (x2)′ = 2 – 2x;
y = 2x0 – x0

2 + 2(1 – x0)(x – x0) – уравнение касательной в точке с
абсциссой x0:
при x0 = 0: y = 2(1 – 0)(x – 0) = 2x;
при x0 = 2: y = 2⋅2 –22 + 2(1 – 2)(x – 2) = –2x + 4;
в) f′(x) = (x2)′ + 1′ = 2x;
y = 1 + x0

2 + 2x0(x – x0) – уравнение касательной в точке с
абсциссой x0:
при x0 = 0: y = 1 + 0 + 2⋅0(x – 0) = 1;
при x0 = 1: y = 1 + 1 + 2⋅1(x – 1) = 2x;
г) f′(x) = (x3)′ – 1′ = 3x2;
y = x0

3 –1 + 3x0
2(x – x0) – уравнение касательной в точке с

абсциссой x0:
при x0 = –1: y = (–1)3 – 1 + 3(x + 1) = 3x + 1;
при x0 = 2: y = 23 – 1 + 3⋅22(x – 2) = 12x – 7.

256.
а) f′(x) = 3(sinx)′ = 3cosx;
y = 3sinx0 + 3cosx0(x – x0) – уравнение касательной в точке с

абсциссой x0:

при x0 = 2
π : y = 3sin

2
π  + 3cos

2
π (x –

2
π ) = 3;

при x0 = π: y = 3sinπ + 3cosπ(x – π) = –3x + 3π;

б) f′(x) = (tgx)′ = 
x2cos

1 ;

y = tg(x0) +
0

2cos
1

x
(x – x0) – уравнение касательной в точке с

абсциссой x0:

при  x0 = 4
π :

y = tg
4
π +

4
cos

1
2 π

(x –
4
π ) = 1 + 2(x –

4
π ) = 2x + 1 –

2
π ;

при  x0 = 3
π :

y = tg
3
π +

3
cos

1
2 π

(x –
3
π ) = 3  + 4(x –

3
π ) = 4x + 3 –

3
4π ;

в) f′(x) = 1′ + (cosx)′ = –sinx;
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y = 1 + cosx0 – sinx0(x – x0) – уравнение касательной в точке с
абсциссой x0:
при  x0 = 0:  y = 1 + cos0 – sin0(x – 0) = 2;

при  x0 = 2
π :  y = 1 + cos

2
π  – sin

2
π (x –

2
π ) = –x +

2
π + 1;

г) f′(x) = –2(sinx)′ = –2cosx;
y = –2sinx0 – 2cosx0(x – x0) – уравнение касательной в точке с
абсциссой x0:

при  x0 = –
2
π :  y = –2sin(–

2
π ) – 2cos(–

2
π )(x +

2
π ) = 2;

при  x0 = π:  y = –2sinπ – 2cosπ(x – π) = 2x – 2π.

257.
Касательная в точке (x0; f(x0)) параллельна оси OX, если в этой
точке f′(x0) = 0
а) f′(x) = 3x2 – 6x + 3;
f′(x) = 0:  3x2 – 6x + 3 = 0;
x = 1;  f(1) = 1 – 3 + 3 = 1;
в т. A(1; 1) графика функции f(x) = x3 – 3x2 + 3x касательная к
графику параллельна оси OX;
б) f′(x) = 2x3 + 16;
f′(x) = 0:  2x3 + 16 = 0;
2(x + 2)(x2 – 2x + 4) = 0;

x = –2:  f(–2) =
2
1 (–2)4 – 16⋅2 = –24;

в т. B(–2; –24) графика функции f(x) =
2
1 x4 + 16x касательная к

графику параллельна оси OX;
в) f′(x) = 12x3 – 12x;
f′(x) = 0:  12x(x – 1)(x + 1) = 0;
x = 0,  x = 1,  x = –1:  f(–1) = f(1) = –1;  f(0) = 2;
в т. A(–1; 1), т. B(1; –1), т. C(0; 2) графика функции
f(x) = 3x4 – 6x2 + 2 касательная к графику параллельна оси OX;
г) f′(x) = 3x2 – 3;
f′(x) = 0:  3(x – 1)(x + 1) = 0;
x = 1,  x = –1:  f(–1) = (–1)3 – 3⋅(–1) + 1 = 3,
f(1) = 1 – 3⋅1 + 1 = –1;
в т. A(–1; 3), т. B(1; –1) графика функции f(x) = x3 – 3x + 1

касательная к графику параллельна оси OX.
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258.
а) f′(x) = –2sinx + 1;

f′(x) = 0:  sinx =
2
1 ;

x = (–1)k

6
π + πk,  k ∈ Z;

x1 = 6
π + 2πn,  n ∈ Z;  x2 = 6

5π + 2πk, k ∈ Z;

=π+π+




 π+π=





 π+π nnnf 2

6
2

6
cos22

6

nπ+π+= 2
6

3 ,  n ∈ Z;

=π+π+




 π+π=





 π+π kknf 2

6
52

6
5cos22

6
5

kπ+π+−= 2
6

53 ,  k ∈ Z;

в т. 




 π+π+π+π nn 2

6
3;2

6
, n ∈ Z и

т. 




 π+π+−π+π kk 2

6
53;2

6
5 , k ∈ Z

графика функции f(x) = 2cosx + x касательная к графику
параллельна оси OX;
б) f′(x) = 2cos2x + 3 ;

f′(x) = 0:  cosx = –
2
3 ;

2x = 
6

5π + 2πn,     2x = 
6

7π + 2πk,

x =
12
5π + πn,  n ∈ Z  и  x =

12
7π + πk, k ∈ Z;






 π+π+=





 π+π+





 π+π=





 π+π nnnnf

12
53

2
1

12
332

6
3sin

12
5 ;






 π+π+−=





 π+π+





 π+π=





 π+π kkkkf

12
73

2
1

12
732

12
7sin

12
7 ;

в т. 










 π+π+π+π nn

12
53

2
1;

12
5 , n ∈ Z и
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т. 










 π+π+−π+π kk

12
73

2
1;

12
7 , k ∈ Z

графика функции f(x) = sin2x + 3 x касательная к графику
параллельна оси OX;

в) f′(x) = –sin 




 π−

3
x ; f′(x) = 0: –sin 





 π−

3
x = 0;

x =
3
π + πn,  n ∈ Z;

nnnf π=




 π−π+π=





 π+π cos

33
cos

3
,  n ∈ Z;

Если n = 2k, k ∈ Z, то cosπn = 1,
если n = 2k + 1, k ∈ Z, то cosπn = –1;

в т. 




 π+π 1;2

3
k   и  т. 





 −π+π 1;2

3
k (k ∈ Z)

графика функции f(x) = cos 




 π−

3
x  касательная к графику

параллельна оси OX;

г) f′(x) = 2 – 2cosx;  f′(x) = 0:  cosx =
2
2 ;

x =
4
π + 2πn,  x = –

4
π + 2πk,   n, k ∈ Z;

=




 π+π−





 π+π=





 π+π nnnf 2

4
sin22

4
22

4

nπ+




 −π= 221

4
2 ;

=




 π+π−−





 π+π−=





 π+π− kkkf 2

4
sin22

4
22

4

kπ+




 π−= 22

4
12 ;

в т. 





π+





 −ππ+π nn 221

4
2;2

4
, n ∈ Z и

т. 





π+





 π−π+π− kk 22

4
12;2

4
, k ∈ Z
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графика функции f(x) = 2 x – 2sinx касательная к графику
параллельна оси OX.

259.
а) f(x) = 3x – x3;
f(x) = 0:  3x – x3 = 0;
x = – 3 ;  x = 0;  x = 3 ;
f′(x) = 3 – 3x2;
f′(– 3 ) = 3 – 3(– 3 )2 = –6,  tgα1 = –6,  α1 = π + arctg(–6) – угол,

под которым в т. (– 3 ; 0) график функции f(x) = 3x – x3 пересекает
ось OX;

f′(0) = 3,  tgα2 = 3,  α2 = arctg3 – угол, под которым в т. (0; 0)
график функции f(x) = 3x – x3 пересекает ось OX;

f′( 3 ) = 3 – 3(– 3 )2 = –6,  tgα3 = –6,  α3 = π + arctg(–6) – угол, под
которым в т. ( 3 ; 0) график функции f(x) = 3x – x3 пересекает ось
OX;

б) f(x) = sin 




 π+

4
x ;

f(x) = 0: sin 




 π+

4
x = 0; x = –

4
π + πn, n ∈ Z,

f′(x) = cos 




 π+

4
x ;  f′ 





 π+π− n

4
= cosπn = 




∈+=−

=
;;12,1

;2,1
Zkkn

kn   

График функции f(x) = sin 




 π+

4
x  пересекает ось OX в т.






 π+π− 0;2

4
k  под углом 

4
π , а в т. 





 π+π 0;2

4
3 k  под углом 

4
3π ;

в) f(x) = x2 – 3x + 2;
f(x) = 0: x2 – 3x + 2 = 0;  x = 1;  x = 2;

f′(x) = 2x – 3;  f′(1) = –1, tgα1 = –1 и α1 = 4
3π  – угол, под которым в

т. (1;0) график функции f(x) = x2 – 3x + 2 пересекает ось OX;
f′(2) = 1,  tgα2 = 1 и α2 = 45° – угол, под которым в т. (2;0) график

функции f(x) = x2 – 3x + 2 пересекает ось OX;
г) f(x) = –cosx;
f(x) = 0:  –cosx = 0;
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x =
2
π + 2πn,

x = –
2
π + 2πk,

f′(x) = sinx;  f′ 




 π+π n2

2
= 1, tgα1 = 1 α1 = 45° – угол, под которым в

т. 




 π+π 0;2

2
n  график функции f(x) = –cosx пересекает ось OX;

f′ 




 π+π− k2

2
= –1, tgα2 = –1 и α2 = 4

3π  – угол, под которым в

т. 




 π+π− 0;2

2
k  график функции f(x) = –cosx пересекает ось OX.

260.
а)

Пусть α угол, под которым касательная к графику функции f(x) в
т. (x0; f(x0)) пересекает ось OX, то угол β, под которым эта
касательная пересекает ось OY, равен:

β =α –
2
π ; tgβ = tg 





 π−α

2
= –ctgα = –

)(
1

0xf ′
;

f(x) =
1

1
−x

,  f(0) = –1;  f′(x) = – 2)1(
1
−x

, tgβ =–
)0(

1
f ′

= 1;

β =
4
π  – угол, под которым в т. (0; –1) график функции
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f(x) =
1

1
−x

 пересекает ось OY;

б) f(x) =
2
1 tg 





 π−

4
x ; f(0) =

2
1 tg 





 π−

4
= –

2
1 ;

f′(x) =
2
1






 π−

4
cos

1
2 x

,  tgβ =
)0(

1
f ′−

= 1,

β =
4

3π  – угол, под которым в т. (0; –
2
1 ) график функции

f(x) =
2
1 tg 





 π−

4
x  пересекает ось OY;

в) f(x) =
2
1 (x – 1)2;  f(0) =

2
1 ;  f′(x) = x – 1, tgβ =

)0(
1
f ′−

= 1;

β =
4
π  – угол, под которым в т. (0; 

2
1 ) график функции

f(x) =
2
1 (x – 1)2 пересекает ось OY;

г) f(x) = sin 




 π+π

6
2 ;  f(0) = sin

6
π =

2
1 ;

f′(x) = 2cos 




 π+

6
2x , tgβ =

)0(
1
f ′−

=
3

1

6
cos2

1
−

=
π−

;

β = π + arctg 






3
1 = π –

6
π =

6
5π  – угол, под которым в т.

(0; 
2
1 ) график функции f(x) = sin 





 π+π

6
2  пересекает ось OY.

20. Приближенные вычисления

261.
а) f(2,016) ≈ f(2) + (2,016 – 2)⋅f′(2);
f′(x) = 4x3 + 2,  f′(2) = 4⋅8 + 2 = 34;
f(2) = 16 + 2⋅2 = 20,
f(2,016) ≈ 20 + 0,016⋅34 = 20,544;
f(0,97) ≈ f(1) + (0,97 – 1)⋅f′(1);
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f(1) = 1 + 2 = 3,  f′(1) = 4 + 2 = 6;
f(0,97) ≈ 3 – 0,03⋅6 = 2,82;
б) f′(x) = 5x4 – 2;
f(1,995) ≈ f(2) + (1,995 – 2) ⋅f′(2);  f(2) = 25 – 22 = 28;
f′(2) = 5⋅16 – 2⋅2 = 76;
f(1,995) ≈ 28 – 0,005⋅76 = 27,62;
f(0,96) ≈ f(1) + (0,96 – 1)⋅f′(1);
f(1) = 0, f′(1) = 5 – 2 = 3;
f(0,96) ≈ –0,04⋅3 = –0,12;
в) f′(x) = 3x2 – 1; f(3,02) ≈ f(3) + (3,02 – 3)⋅f′(3);
f(3) = 33 – 3 = 24; f′(3) = 3⋅32 – 1 = 26;
f(3,02) ≈ 24 + 0,02⋅26 = 24,52;
f(0,92) ≈ f(1) + (0,92 – 1)⋅f′(1);
f(1) = 0,  f′(1) = 3 – 1 = 2;
f(0,92) = –0,08⋅2 = –0,16;
г) f′(x) = 2x + 3; f(5,04) ≈ f(5) + (5,04 – 5)⋅f′(5);
f(5) = 52 + 3⋅5 = 40; f′(5) = 2⋅5 + 3 = 13;
f(5,04) ≈ 40 + 0,04⋅13 = 40,52;
f(1,98) ≈ f(2) + (1,98 – 2)⋅f′(2);
f(2) = 22 + 3⋅2 = 10;  f′(2) = 2⋅2 + 3 = 7;
f(1,98) ≈ 10 – 0,02⋅7 = 9,86.

262.
а) 1,002100 = (1 + 0,002)100 ≈ 1 + 100⋅0,002 = 1,2;
б) 0,9956 = (1 – 0,005)6 ≈ 1 – 6⋅0,005 = 0,97;
в) 1,003200 = (1 + 0,003)200 ≈ 1 + 200⋅0,003 = 1,6;
г) 0,99820 = (1 – 0,002)20 ≈ 1 – 20⋅0,002 = 0,96.

263.

а) 002,1004,0
2
11004,01004,1 =⋅+≈+= ;

б) 0012,50012,0500048,0
2
1150048,15012,25 =+=





 ⋅+≈= ;

в) 9985,0003,0
2
11003,01997,0 =⋅−≈−= ;

г) 0004,20004,020004,0
2
1120004,120016,4 =+=





 ⋅+≈= ;
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264.

а) tg44° = tg(45° – 1°) ≈ tg45° – 9651,0
90

1
45cos

1
180 2 ≈π−=

°
⋅π ;

б) cos61° ≈ cos 4849,0
360

3
2
1

3
sin

1803
≈π−=





 π−π+π ;

в) sin31° ≈ sin 5151,0
360

3
2
1

6
cos

1806
≈π+=ππ+π ;

г) ctg47° ≈ ctg 9302,0
45

1

4
sin

1
904 2

≈π−=
π

π−π .

265.

а) 8460,004,0
2
1

2
3

6
sin04,0

6
cos04,0

6
cos =⋅−=π−π≈





 +π ;

б) 8560,002,0
2
1

2
3

3
cos02,0

3
sin02,0

3
sin ≈⋅−=π−π≈





 −π ;

в) 5264,0
2
303,0

2
1

6
cos03,0

6
sin03,0

6
sin ≈+=π+π≈





 +π ;

г) 01,105,021

4
cos

105,0
4

05,0
4 2

=⋅+=
π

+π≈




 +π tgtg .

266.

а) 20003,1
1 = (1 + 0,003)-20 ≈ 1 – 20⋅0,003 = 0,94;

б) 40996,0
1 = (1 – 0,004)-40 ≈ 1 + 40⋅0,004 = 1,16;

в) 30016,2
1 = (2 + 0,0016)-3 =

8
1 (1 + 0,0008)-3 ≈

8
1 (1 – 3⋅0,0008) =

=
8
1 – 0,0003 = 0,1247;

г) 5994,0
1 = (1 – 0,005)-5 ≈ 1 + 5⋅0,006 = 1,03.

21. Производная в физике и технике
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267.

а) Скорость: v(t) = x′(t) = –
3
1 (t3)′ + 2(t2)′ + 5t′ = –t2 + 4t + 5 (м/сек);

б) v(2) = –22 + 4⋅2 + 5 = 9 (м/сек);
в) Остановка: v = 0: –t2 + 4t +5 = 0;  t = 5 сек.

268.
v(t) = x′(t) = 3t2 – 8t (м/сек);
v(5) = 3⋅52 – 8⋅5 = 35 (м/сек);
a(t) = v′(t) = 6t – 8 (м/сек2);
a(5) = 6⋅5 – 8 = 22 (м/сек2).

269.
ω(t) = ϕ′(t) = 6t – 4 (рад/сек);
ω(4) = 6⋅4 – 4 = 20 (рад/сек).

270.
ω(t) = ϕ′(t) = 4 – 0,6t (рад/сек);
ω(2) = 4 – 2⋅0,6 = 2,8 (рад/сек).

271.
v(t) = x′(t) = 6t2 + 1 (см/сек);
a(t) = v′(t) = 12t (см/сек2);

а) a = 1 (см/сек2): 12t = 1,  t =
12
1 сек.;

б) a = 2 (см/сек2): 12t = 2,  t =
6
1 сек.

272.

v(t) = x′(t) = –
2
1 t2 + 6t (м/сек);

a(t) = v′(t) = –t + 6 (м/сек2);
а) a = 0: 6 – t = 0,  t = 6 сек.;

б) v(6) = –
2
1 ⋅62 + 6⋅6 = 18 (м/сек).

273.

v(t)  =x′(t) =
t2

1 ;

a(t) = v′(t) = –
t4

1 ;

a(t) = –2v3(t) – ускорение пропорционально скорости в кубе.
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274.
Имеем: v(t) = x′(t) = 6t2 – 2t;
a(t) = v′(t) = 12t – 2;
F(t) = m⋅a(t);
F(2) = m⋅(12⋅2 – 2) = 22 т.

275.
Имеем: v(t) = x′(t) = 2t + 1 (см/сек);
a(t) = v′(t) = 2 (см/сек2);
а) F = m⋅a = 2⋅0,02 = 0,04 (н);

б) E(t) =
2
m ⋅v2(t),

E(2) =
2
2 (2⋅2 + 1)2⋅0,012 = 0,025 (Дж).

276.
ρ(l) = m′(l) = 6l + 5 (г/см).
а) ρ(10) = 6⋅10 + 5 = 65 (г/см),
б) ρ(20) = 6⋅20 + 5 = 125 (г/см).

277.
v1(t) = x1′(t) = 8t,
v2(t) = x2′(t) = 3t2;
v1(t) > v2(t):  8t > 3t2;

3t 




 −

3
8t < 0;  0 < t <

3
8 .

При t ∈ 






3
8;0  скорость первой точки больше скорости второй

точки.

278.
21 vvv
rrr

−=отн ;
2
отнv
r =v1

2 + v2
2 – 2v1v2cos60°;

v1 = 5 км/ч,
v2(t) = S′(t) = 4t + 1 (км/с) = 3600(4t + 1) (км/ч);

vотн = =




+⋅⋅−++
ч
км

2
1)14(360052)14(36005 222 tt

= 




+++⋅+⋅+⋅
ч
км18000360025)41800083600(163600 2222 tt .
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§6. ПРИМЕНЕНИЯ ПРОИЗВОДНОЙ
К ИССЛЕДОВАНИЮ ФУНКЦИЙ

22. Признак возрастания (убывания) функции

279.

а) f(x)=3-
2
1 x;

D(f)=R;
E(f)=R;

f’(x)=-
2
1 <0 при, x∈ D(f) – функция убывает на R;

б) f(x)=-x2+2x–3;
D(f)=R;
E(f)= ( ]2;−−∞ ;
f’(x)=2(1-x);
f’(x)<0: 2(1-x)<0, x>1;
f’(x)>0: 2(1-x)>0, x<1;
Функция возрастает при x∈ ( ]1;−∞
и убывает при x∈ [ )+∞;1 ;
в) f(x)=4x–5;
D(f)=R;
E(f)=R;
f’(x)=4>0 при x∈D(f) – функция возрастает на R;
г) f(x)=5x2–3x+1;
D(f)=R;

E(f)= 




 +∞;
100
81 ;

f’(x)=10x–3;
f(x)<0: 10(x-0,3)<0; x<0,3;
f’(x)>0: 10(x-0,3)>0; x>0,3;
Функция возрастает, при x∈ [ )+∞;3,0
и убывает при x∈ ( ]3,0;−∞ .

280.

а) f(x)=-
x
2

+1;
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D(f)=R/ { }0 ;
E(f)=R/ {}1 ;

f’(x)= 2
2
x

;

f’(x)>0, при x∈D(f);
Значит, функция возрастает на R/ { }0 ;
б) f(x)=x2(x-3);
D(f)=R;
E(f)=R;
f’(x)=3x2-6x=3x(x-2);

++ –
x0 2

f’(x)<0, при x∈(0;2), f’(x)>0, при x∈(- ∞ ;0)U (2;+ ∞ ).
Функция убывает, при x∈[0;2]; функция возрастает,
при x∈(- ∞ ;0]U [2;+ ∞ ).

в) f(x)=
x
x 3− ;

D(f)=R/ { }0
E(f)=R/ {}1 ;

f’(x)= 2
3
x

; f’(x)>0, при x∈D(f).

Функция возрастает на R/ { }0 .
г) f(x)=x3-27x;
D(f)=R;
E(f)=R;
f’(x)=3x2-27=3(x-3)(x+3);

++ –
x-3 3

f’(x)<0 на (-3;3), f’(x)>0 на (- ∞ ;-3)U (3;+ ∞ ).
Функция убывает на [-3;3], функция возрастает на (- ∞ ;-3] и
на [3;+ ∞ ).

281.
а) f(x)=12x+3x2-2x3;
D(f)=R;     E(f)=R;
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f’(x)=12+6x-6x2=-6(x2-x-2)=-6(x-2)(x+1);
–– +

x-1 2

f’(x)<0 на (- ∞ ;-1)U (2;+ ∞ );      f’(x)>0 на (-1;2).
Функция убывает на [- ∞ ;-1] и на [2;+ ∞ ), функция возрастает
на [-1;2].
б) f(x)=4-x4;
D(f)=R;     E(f)=(- ∞ ;4];
f’(x)=-4x3;

0

+ –

f′(x)<0 на (0;+ ∞ ),       f′(x)>0 на (- ∞ ;0).
Функция убывает на [0;+ ∞ ), функция возрастает на (- ∞ ;0].
в) f(x)=x(x2-12);
D(f)=R;
E(f)=R;
f′(x)=3x2-12=3(x2-4)=3(x-2)(x+2);

++ –
x-2 2

f′(x)<0 на (-2;2);           f′(x)>0 на (- ∞ ;-2)U (2;+ ∞ ).
Функция убывает на [-2;2], функция возрастает на (- ∞ ;-2] и
на [2;+ ∞ ).

г) f(x)= 2
3
x

;

D(f)=R/ { }0 ;         E(f)=R+;

f′(x)=- 3
6
x

;

0

+ –

f′(x)>0 на (- ∞ ;0), f′(x)<0 на (0;+ ∞ ).
Функция возрастает на [- ∞ ;0), функция убывает на(0;+ ∞ ).

282.
а)
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б)

в)

г)
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283.
а) f(x)=x3+3x2-9x+1;
D(f)=R;
E(f)=R;
f′(x)=3x2+6x-9=3(x+3)(x-1);

++ –
x-3 1

f′(x)<0 на (-3;1),      f′(x)>0 на (- ∞ ;-3)U (1;+ ∞ ).
Функция убывает на [-3;1], функция возрастает
на (- ∞ ;-3]U [1;+ ∞ ).

б) f(x)=4x3-1,5x4;
D(f)=R;
E(f)=R;
f′(x)=12x2-6x3=6x2(2-x);

-+ +
x0 2

f′(x)<0 на (2;+ ∞ ); f′(x)>0 на (- ∞ ;0)U (0;2).
Функция убывает на [2;+ ∞ ), функция возрастает на (- ∞ ;2].
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в) f(x)=2+9x+3x2-x3;
D(f)=R;
E(f)=R;
f’(x)=9+6x-3x2=-3(x2-2x-3)=-3(x-3)(x+1);

– –+
– 1 3

f′(x)<0 на (- ∞ ;-1) U (3;+ ∞ );         f′(x)>0 на (-1;3).
Функция убывает на [- ∞ ;-1] U [3;+ ∞ ), функция возрастает
на (-1;3];

г) f(x)=x4-2x2;
D(f)=R;
E(f)=R;
f′(x)=4x3-4x=4x(x-1)(x+1);

+– – +

f′(x)<0 на (- ∞ ;-1)U (0;1);    f′(x)>0 на (-1;0)U (1;+ ∞ ).
Функция убывает на [- ∞ ;-1]U [0;1], функция возрастает
на [-1;0]U [1;+ ∞ );
f(-x)=f(x) – функция четная;
f(x)=0, при x2(x- 2 )(x+ 2 )=0, x= ± 2 , x=0;
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284.

а) f(x)=2-
15,0

4
−x

;

D(f)=R\ { }2 ;
E(f)=R/ { }2 ;

f′(x)= 2)15,0(
4
−x

;

+
х

+

f′(x)>0 на D(f);
Функция возрастает на (- ∞ ;2)U (2;+ ∞ );

f(x)=0 при 
15,0

4
−x

=2, x=6;

б) f(x)=|x-3|-2=




>−
≤+−

;3,5
,3,1

xx
xx

D(f)=R;
E(f)=R;

f′(x)= 




>
≤−
;3,1

,3,1
x
x

Очевидно, что в точке (3;-2) f(x) не имеет производной; функция
убывает на (- ∞ ;3];
функция возрастает на [3;+ ∞ ); f(x)=0 при x=1,5.



153

в) f(x)=8x2-x4;
D(f)=R;
E(f)=R;
f′(x)=16x-4x3=-4x(x-2)(x+2);

0 2

f′(x)<0 на (-2;0)U (2;+ ∞ ), f′(x)>0 на (- ∞ ;-2)U (0;2).
Функция убывает на [-2;0]U [2;+ ∞ ),
функция возрастает на (- ∞ ;-2]U [0;2]; f(-x)=f(x) – функция четная;
f(x)=0 при x2(2 2 -x)(2 2 +x)=0, x=0, x= 22± .

г) f(x)= 11 −
x

=










≤<−

<>−

;10,11

,0,1,11

x
x

xx
x

D(f)=R/ { }0 ;
E(f)=R+;
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f′(x)= 










<<−

<>

;10,1

,0,1,1

2

2

x
x

xx
x

Очевидно, что в точке (1;0) f(x) не имеет производной;
функция убывает на (0;1],
функция возрастает на [1;+ ∞ )U (- ∞ ;0).

285.
а) f(x)=3x+cos2x;
D(f)=R;
E(f)=R;
f′(x)=3-2sin2x;              3-2sin2x ≥ 1 для любого x∈ D(f), т.е. f′(x)>0
при x∈ R – функция возрастает на R;

б) g(x)=-
3

3x -x;

D(g)=R;
E(g)=R;
g′(x)=-x2-1<0 для любого x∈ D(g), т.е. функция убывает на R;

в) f(x)=x7+2x5+3;
D(f)=R;
E(f)=R;
f′(x)=7x6+10x4 ≥ 0 для любого x∈ D(f), функция возрастает на R;

г) g(x)=-4x+sin3x;
D(g)=R;
E(g)=R;
g′(x)=-4x+3cos3x;           -4+3cos3x ≤ -1 для любого x∈ D(g), g′(x)<0

при x∈ R, т.е. функция убывает на R.
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286.
а) f(x)=x3-27x+2;
D(f)=R;
f’(x)=3x2-27=3(x-3)(x+3) – функция возрастает
на (- ∞ ;3]U [3;+ ∞ ), функция убывает на [-3;3];
f(-1)=28>0, f(1)=-24<0,           f(x) непрерывна и убывает на [-1;1] –
существует единственная точка x0∈ [-1;1]: f(x0)=0;
f(4)=-42<0, f(6)=56>0,         f(x) непрерывна и возрастает на [4;6] –
существует единственная точка x0∈ [4;6]: f(x0)=0.
б) f(x)=x4-4x-9;
D(f)=R;
f’(x)=4x3-4=4(x-1)(x2+x+1) – функция возрастает на [1;+ ∞ ],

функция убывает на (- ∞ ;1];
f(-2)=15>0, f(0)=-9<0,             f(x) непрерывна и убывает на [-2;0] –
существует единственная точка x0∈ [-2;0]: f(x0)=0;
f(2)=-1<0, f(3)=60>0,           f(x) непрерывна и возрастает на [2;3] –
существует единственная точка x0∈ [2;3]: f(x0)=0;
в) f(x)=x4+6x2-8;
D(f)=R;
f’(x)=4x3+12x=4x(x2+3) – функция убывает на (- ∞ ;0], функция

возрастает на [0;+ ∞ );
f(-2)=32>0, f(-1)=-1<0,          f(x) непрерывна и убывает на [-2;-1] –
существует единственная точка x0∈ [-2;-1]: f(x0)=0;
f(1)=-1<0, f(2)=32>0,           f(x) непрерывна и возрастает на [1;2] –
существует единственная точка x0∈ [1;2]: f(x0)=0;
г) f(x)=-1+3x2-x3;
D(f)=R;
f’(x)=6x-3x2=-3x(x-2) – функция возрастает на [0;2], функция убы-

вает на (- ∞  ;0]U [2;+ ∞ );
f(-2)=19>0, f(0)=-1<0,              f(x) непрерывна и убывает на [-2;0] –
существует единственная точка x0∈ [-2;0]: f(x0)=0;
f(2)=3>0, f(3)=-1<0,                  f(x) непрерывна и убывает на [2;3] –
существует единственная точка x0∈ [2;3]: f(x0)=0;

23. Критические точки функции, максимумы и минимумы

287.
Слева: точка x2, x=0, точка x3 и точка x4 (f’(x2)=f’(0)=f’(x3)=0, f’(x4)

не существует и эти точки являются внутренними для D(f)).
Точка x2, точка x4, точка x5, точка x6, точка x7 (f’(x7)=0; f’(x2), f’(x4) и

f’(x6) не существует, и все эти точки являются внутренними для D(f)).
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288.
а) f(x)=4-2x+7x2;
D(f)=R;
f′(x)=-2+14x;
D (f′)=R;

f’(x)=0:      x=
7
1 ;

б) f(x)=1+cos2x;
D(f)=R;
f′(x)=-2sin2x;
D(f′)=R;

f’(x)=0: sin2x=0, x=
2
nπ , n∈ Z;

в) f(x)=x-2sinx;
D(f)=R;
f′(x)=1-2cosx;
D(f′)=R;

f’(x)=0: cosx=
2
1 , x= kππ 2

3
+± , k∈ Z;

г) f(x)=4x-
3

3x ;

D(f)=R;
f′(x)=4-x2;
D(f′)=R;
f’(x)=0: 4-x2=0, x= ± 2;

289.
Слева: максимум: точки x2 и x4: f′(x2)=f′(x4)=0; минимум: точка x1

и x3: f′(x1)=f’(x3)=0.
Справа: максимум: точки x1 и x3: f′(x1) не существует f′(x3)=0; ми-

нимум: точки x2 и x4: f’(x2)=0, f’(x4) не существует.

290.
а) f(x)=5+12x-x3;
D(f)=R;
f′(x)=12-3x2=-3(x-2)(x+2);
D(f′)=R;

++ –

x2-2
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Критические точки x= ± 2, где x=-2 – точка минимума, x=2 – точка
максимума.
б) f(x)=9+8x2-x4;
D(f)=R;
f’(x)=16x-4x3=-3x(x-2)(x+2);
D(f′)=R;

0 2
Критические точки x= ± 2;0, где x=-2 и x=2 – точки максимума,

x=0 – точка минимума.
в) f(x)=2x3+3x2-4;
D(f)=R;
f’(x)=6x2+6x=6x(x+1);
D(f′)=R;

++ –

x0-1
Критические точки x=-1;0, где x=-1 – точка максимума, x=0 – точ-

ка минимума.

г) f(x)=
2
1 x4-x2;

D(f)=R;
f’(x)=2x3-2x=2x(x-1)(x+1);
D(f′)=R;

+
x1

+

 0  –1

– –

Критические точки x= ± 1;0, где x= ± 1 – точки минимума,
x=0 – точка максимума.

291.
а) f(x)= x ;
D(f)=[0;+ ∞ );
E(f)=R+;

f′(x)=-
x2

1 ,

D(f′)=(0;+ ∞ ).
Т.к. f’(x) ≠ 0, то функция f(x) не имеет критических точек.
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б) f(x)=tgx;

D(f)=R\






 ∈+ Zkkππ

2
;

E(f)=R;

f’(x)=
x2cos

1 ,

D(f′)=D(f).
Т.к. f′(x) ≠ 0, то функция f(x) не имеет критических точек.
в) f(x)=3x-7;
D(f)=R;
E(f)=R;
f′(x)=3>0 для любого x∈ R,
D(f′)=R.
Т.к. f′(x)>0 для x∈ R, то функция f(x) не имеет критических точек.
г) f(x)=3x5+2x;
D(f)=R;
E(f)=R;
f’(x)=15x4+2>0 для любого x∈ R,
D(f′)=R.
Т.к. f’(x)>0, то функция f(x) не имеет критических точек.

292.
а) f(x)=sin2x-cosx;
D(f)=R;

f’(x)=2sinx cosx+sinx=2sinx 




 +

2
1cos x ,

D(f′)=R;

f′(x)=0 если x= kπ , k∈ Z и x= nππ 2
3

2 +± , n∈ Z – это критические

точки функции.

Точки x= nππ 2
3

2 +  и x=- nππ 2
3

2 + , n∈ Z – точки максимума, точки

x= kπ , k∈ Z – точки минимума функции.

б) f(x)=2x+ 2
8
x

;

D(f)=R/ { }0 ;

f’(x)=2- 3
16
x

,

D(f’)=R/ { }0 ;
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0 2
– +

x
+

Единственной критической точкой для f(x) является x=2,
т.к. f′(2)=0;
в) f(x)=10cosx+sin2x-6x;
D(f)=R;
f′(x)=-10sinx+2cos2x-6,
D(f′)=R;
f’(x)=0: f′(x)=2(1-2sin2x)-10sinx-6=0;      2sin2x+5sinx+2=0.

sinx=-
2
1 ;                   x=(-1)k+1 kππ +

6
, k∈ Z.

Критическая точка: x=(-1)k+1 kππ +
6

, k∈ Z.

г) f(x)=x3-4x+8;
D(f)=R; E(f)=R;

f’(x)=3x2-4=3 









−

3
32x 










+

3
32x ;

f’(x)=0 или x=
3

32± . Критические точки: x=
3

32± .

293.
а) f(x)=(x-2)3;
D(f)=R; E(f)=R;
f′(x)=3(x-2)2, D(f′)=R;     f′(x)=0 при x=2 – критическая точка;

б) f(x)=






≥−
<<−

−≤−−

;1,2
,11,

,1,2

xx
xx

xx

D(f)=R;

f’(x)=






>−
<<−

−<−

;1,1
,11,1

,1,1

x
x

x

Т.к. в точке x=-1 и x=1 f’(x) не существует, то x= ± 1 – критические
точки f(x);

в) f(x)=
x

x 3
3

+ ;

D(f)=R/ { }0 ;
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f′(x)= 2
3

3
1

x
− ,

D(f′)=R/ { }0 ;

f’(x)=0: 2
3

3
1

x
− =0,       x= ± 3 – критические точки;

г) f(x)=






>−
=≤≤−

−<+

;2,6
;)(,22,

,2,6
2

xx
RfDxx

xx

f′(x)=






>−
<<−

−<

;2,1
,22,2

,2,1

x
xx

x

f′(x)=0, при x=0 - критическая точка.
Т.к. в точках x=-2 и x=2 f′(x) не существует, то x= ± 2 – критиче-

ские точки.

294.
а)

б)

в)
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г)

295.

а) f(x)=
2
1 x4-8x2;

D(f)=R;
E(f)=[-32;+ ∞ );
f′(x)=2x3-16x=2x(x-2 2 )(x+2 2 );
D(f’)=R;

+
x2

+

  0  -2

– –

22

Функция убывает на (- ∞ ;-2 2 ]U [0;2 2 ]; функция возрастает на
[-2 2 ;0] U [2 2 ;+ ∞ ).
Точки x=-2 2  и x=2 2  - точки минимума, x=0 – точка максиму-

ма;
f(0)=0; f(x)=f(-x) – функция является четной;

f(x)=0: 
2
1 x2(x-4)(x+4)=0, x=0, x= 4±  - точки пересечения функции

с осью x;
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б) f(x)= 21
3
x
x

+
;

D(f)=R;

E(f)= 



−

2
3;

2
3 ;

f′(x)= 22 )1(
)1)(1(3

x
xx

+
+− ,

D(f’)=R;

-1 1
+–

x

–

Функция убывает на (- ∞ ;-1]U [1;+ ∞ ), функция возрастает
на [-1;1]. Точка х=-1 – точка минимума;
x=1 – точка максимума f(x);
f(x)=-f(-x) – функция является нечетной;
(0;0) – точка функции;
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в) f(x)=2x-
6
1 x3;

D(f)=R;
E(f)=R;

f′(x)=-
2
1 (x-2)(x+2);

D(f′)=R;

-2 2
+–

x

–

Функция убывает на (- ∞ ;-2]U [2;+ ∞ ), функция возрастает
на [-2;2]. Точка х=-2 – точка минимума;
x=2 – точка максимума.

f(x)=0: -
6
1 x(x-2 3 )(x+2 3 )=0;

x=0, x= ± 2 3  - точка пересечения с осью x;

г) f(x)=
1

222

−
+−

x
xx ;

D(f)=R\ {}1 ;
E(f)=R/(-2;2);

f′(x)= 22

2

2

2

)1(
)2(

)1(
2

)1(
)22()1)(1(2

−
−=

−
−=

−
+−−−−

x
xx

x
xx

x
xxxx ;

D(f′)=D(f);
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  1

–+

0

+–

2 x

Функция возрастает на (- ∞ ;0]U [2;+ ∞ ), функция убывает на
[0;1) U (1;2]. x=0 – точка максимума;

f(0)=-2.

24. Примеры применения производной
к исследованию функций

296.
а) f(x)=x2-2x+8;
D(f)=R;
E(f)=[7;+ ∞ );
f(x) является функцией общего вида.
x2-2x+8=0 – не имеет решений;
f(0)=8;       f′(x)=2(x-1),          D(f′)=R;

x (- ∞ ;1) 1 (1;+ ∞ )
f(x) 7

min
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б) f(x)=
3
2

3
2 2

++− xx ;

D(f)=R;

E(f)= 



 ∞−

24
25; ;

f(x) - функция общего вида;

3
2

3
2 2

++− xx =0;

f(0)=
3
2 ;

f′(x)=
3

4x− +1= 




 −−

4
3

3
4 x ;

D(f’)=R;

x 




 ∞−

4
3;

4
3






 +∞;

4
3

f(x)
24
11

max

в) f(x)=-x2+5x+4;
D(f)=R;

E(f)= 



 ∞−

4
41; ;

f(x) - функция общего вида.
-x2+5x+4=0;

x=
2

415 − ; x=
2

415 + ; f(0)=4;

f’(x)=-2x+5=-2(x-2,5);
D(f’)=R;
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x (- ∞ ;2,5) 2,5 (2,5;+ ∞ )
f(x) 10,25

max

г) f(x)=
4
1

164

2
++ xx ;

D(f)=R;

E(f)= 




 +∞;

256
63 ;

f(x) - функция общего вида.

4
1

164

2
++ xx =0 – нет решений;

f(0)=
4
1 ;

f′(x)=
16
1

2
+x = 





 +

8
1

2
1 x .

x





 ∞−

8
1; -

8
1






 +∞− ;

8
1

f(x)
256
63

min
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297.
а) f(x)=-x3+3x-2;
D(f)=R;
E(f)=R;
f(x) – функция общего вида.
(x-1)(x2+x-2)=0;     x=1,      x=-2;       f(0)=-2;
f′(x)=-3x2+3 =-3(x-1)(x+1);

x (- ∞ ;-1) -1 (-1;1) 1 (1;+ ∞ )
f’(x) - 0 + 0 -
f(x) -4 0

min max

б) f(x)=x4-2x2-3;
D(f)=R;
E(f)=[-4;+ ∞ );
f(-x)=f(x) – функция четная.
(x2-3)(x2+1)=0, x= 3± ; f(0)=-3;
f′(x)=4x3-4x=4x(x-1)(x+1);

x (- 1;−∞ ) -1 (-1;0) 0 (0;1) 1 (1;+ ∞ )
f’(x) - 0 + 0 - 0 +
f(x) -4 -3 -4

min max min
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в) f(x)=x3+3x+2;
D(f)=R;
E(f)=R;

f(x) — функция общего вида.
f(0)=0; f’(x)=3x2+3 =3(x2+1)>0 – функция возрастает на R;

г) f(x)=3x2-x3;
D(f)=R;
E(f)=R;
f(x) – функция общего вида;
x2(3-x)=0; x=0, x=3;
f′(x)=6x-3x2=3x(2-x);

x (- ∞ ;0) 0 (0;2) 2 (2;+ ∞ )
f’(x) - 0 + 0 -
f(x) 0 4

min max
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298.
а) f(x)=1+1,5x-3x2-2,5x3;
D(f)=R;
E(f)=R;
f′(x)=1,5-6x-7,5x2;
D(f′)=R=D(f);
f′(x)=0 : -1,5(5x2+4x-1)=0;      x=-1,      x=0,2;

-1 0,2
+ ––

x

Функция убывает на (- ∞ ;-1]U [0,2;+ ∞ ), возрастает на [-1;0,2].

б) f(x)=
35

35 xx − -6x+1;

D(f)=R;
E(f)=R;
f′(x)=x4-x2-6;
D(f′)=R;
f′(x)=0 : (x2-3)(x2+2)=0;       x= 3± ;

++ –

x5-1
Функция возрастает на (- ∞ ;- 3 ]U [ 3 ;+ ∞ ),убывает на [ 3;3− ].

в) f(x)=
4

4x +8x-5;

D(f)=R;
f′(x)=x3+8;
D(f′)=R=D(f);
f′(x)=0 : (x+2)(x2-2x+4)=0;         x=-2;

–
х

+

–2

Функция убывает на (- ∞ ;-2] и возрастает на [-2;+ ∞ ).
г) f(x)=x3-6x2-15x-2;
D(f)=R;
E(f)=R;
f′(x)=3x2-12x-15;
D(f′)=R=D(f);
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f’(x)=0 : 3(x-5)(x+1)=0; x=-1, x=5;

++ –

x–1 5
Функция возрастает на (- ∞ ;-1]U [5;+ ∞ ) и убывает на [-1;5].

299.
а) f(x)=2x-cosx;      D(f)=R;      f′(x)=2+sinx>0
б) f(x)=x5+4x;         D(f)=R;      f′(x)=5x4+4>0;

в) f(x)=sinx+
2

3x ;    D(f)=R;      f′(x)=cosx+
2
3 >0;

г) f(x)=2x3+x-5;      D(f)=R;      f′(x)=6x2+1>0.
300.

а) f(x)=
2
1 x2-

5
1 x5;

D(f)=R; E(f)=R;
f(x) – функция общего вида;

f(x)=0 : 
5
1 x2(2,5-x3)=0;      x=0,      x= 3 5,2 ≈ 1,4;

f’(x)=x-x4=x(x-1)(1+x+x2),
D(f′)=R=D(f);

x (- ∞ ;0) 0 (0;1) 1 (1;+ ∞ )
f’(x) - 0 + 0 -
f(x) 0

10
3

б) f(x)=4x2-x4;
D(f)=R;
E(f)=(- ∞ ;4];
f(-x)=f(x) — функция четная;
f(x)=0 : x2(2-x)(2+x)=0,      x=0,        x= ± 2;
f’(x)=8x-4x3 =4x( 2 -x)( 2 +x),
D(f’)=R;
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x (- 2;−∞ ) - 2 (- 2 ;0) 0 (0; 2 ) 2 ( 2 ;+ ∞ )
f’(x) + 0 - 0 + 0 -
f(x) 4 0 -4

max min max

в) f(x)=
5
1 x5-1

3
1 x3;

D(f)=R;
E(f)=R;
f(-x)=-f(x) – функция является нечетной;

f(x)=0 : 
5
1 x3 





 −

3
202x =0;       x=0,     x=

3
20± ;

f′(x)=x4-4x2=x2(x-2)(x+2),
D(f′)=R=D(f);

x (- 2;−∞ ) -2 (-2;0) 0 (0;2) 2 (2+ ∞ )
f’(x) + 0 - 0 - 0 +
f(x)

15
64 0

-
15
64

max min
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г) f(x)=5x3-3x5;
D(f)=R;
E(f)=R;
f(-x)=-f(x) – функция является нечетной;

f(x)=0 : -3x3 




 −

3
52x =0;      x=0,       x=

3
5± ≈ ± 1,3;

f′(x)=15x2-15x4=15x2(1-x)(1+x),
D(f′)=R=D(f);

x (- 1;−∞ ) -1 (-1;0) 0 (0;1) 1 (1+ ∞ )
f’(x) - 0 + 0 + 0
f(x) -2 0 2

min max

301.
а) f(x)=x2 x+1 ;
D(f)=[-1;+ ∞ );      E(f)=R+;
f(x) — функция общего вида;
f(x)=0 при x=-1;0;

f′(x)=2x x+1 +
x

x
+12

2
=

x
xx

+
+

12
45 2

=
x

xx

+






 +

12
5
45

,

D(f′)=(-1;+ ∞ );

x





 −−

5
4;1 -

5
4






− 0;

5
4 0 (0;+ ∞ )

f’(x) + 0 - 0 +
f(x)

125
516 0

max min
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б) f(x)=
3
)1(6

2 +
−

x
x ;

D(f)=R;
E(f)=[-3;1];
f(x) – функция общего вида;
f(x)=0, если x=1;
f(0)=-2;

f′(x)= 22

2

)3(
2)1(6)3(6

+
−−+

x
xxx = 22 )3(

)3)(1(6
+

−+−
x

xx ;

D(f′)=R;

x (- ∞ ;-1) -1 (-1;3) 3 (3;+ ∞ )
f’(x) - 0 + 0 -
f(x) -3 1

min max

в) f(x)=x x−2 ;
D(f)=(- ∞ ;2];
E(f)=(- ∞ ;1];
f(x) – функция общего вида;
f(x)=0, если x=0;2;

f′(x)= x−2 -
x

x
−22

=
x
xx

−
−−

22
)2(2 ,

D(f′)=(- ∞ ;2);
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x 




 ∞−

3
4;

3
4






 2;

3
4

f’(x) + 0 -

f(x) 1,1
3
2

3
4 ≈

max

г) f(x)= 21
2
x
x

−
;

D(f)=R/ { }1± ;
E(f)=R;
f(-x)=-f(x) – функция является нечетной;
f(x)=0, если x=0;

f′(x)= 22

2

)1(
22)1(2

x
xxx

−
+− =

22

2

)1(
22

x
x
−

+ ,

D(f′)=(- ∞ ;-1)U (-1;1)U (1;+ ∞ );
f′(x)>0, при x∈ D(f′) – функция возрастает на D(f);
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302.
а) f(x)=sin2x+sinx;
D(f)=R;

E(f)= 



− 2;

4
1 ;

f(-x)=-f(x) – функция общего вида;

f(x)=0 : sin(sinx+1)=0, x= kπ , k∈ Z и x=-
2
π +2 kπ , k∈ Z,

f(x+2π )=sin(x+2π )+sin2(x+2π )=sinx+sin2x для любого x∈ D(f) –
функция периодическая с T=2π ;

f′(x)=2sinxcosx+cosx =2cosx 




 +

2
1sin x ;

D(f′)=R;

f′(x)=0: cosx=0, sinx=-
2
1

;

x=
2
π

+ kπ , k∈ Z, x=(-1)n+1 nππ +
6

, n∈ Z;

x





 +−+− nn ππππ 2

6
5;2 - nππ 2

6
5 + 





 +−+− nn ππππ 2

2
;2

6
5

f’(x) - 0 +
f(x)

-
4
1

min
x

- nππ 2
2

+ 




 +−+− nn ππππ 2

6
;2

2 - nππ 2
6

+

f’(x) 0 - 0
f(x) 0

-
4
1

max min
x






 π+ππ+π nn 2

2
;2

6
- nππ 2

2
+ 





 ++ nn ππππ 2;2

2

f’(x) + 0 -
f(x) 2

max
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б) f(x)= 2+1
2
x
x

;

D(f)=R;
f(-x)=-f(x) – функция является нечетной;
f(x)=0, при x=0;

f’(x)= 22

2

)+1(
22+)+1(2

x
xxx

= 22 )1(
)1)(1(2

x
xx

+
+− ,

D(f’)=R;
Рисунок смотри в предыдущих номерах;

в) f(x)=cos2x-cosx;
D(f)=R;

E(f)= 



− 2;

4
1 ;

f(-x)=f(x) – функция является четной;

f(x)=0 : cosx(cosx-1)=0,       x= kππ
+

2
, k∈ Z и x=2 kπ , k∈ Z,

f(0)=0;
f(x+2π )=cos2(x+2π )-cos(x+2π )=cos2x–cosx=f(x) – функция

периодическая с T=2π ;

f’(x)=0: sinx=0,         cosx=
2
1

;

x= kπ , k∈ Z,              x= kππ 2
3

+± , k∈ Z;
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x 




 π+ππ+π nn 2

3
;2 -

2
- - nππ 2

3
+ 





 ππ+π nn 2;2

3
-

f’(x) - 0 +

f(x) -
4
1

min

x nπ2 




 + nn πππ 2

3
;2 nππ 2

3
+

f’(x) 0 - 0

f(x) 0 -
4
1

max min

x 




 ++ nn ππππ 2;2

3
nππ 2+ 





 ++ nn ππππ 2

2
3;2

f’(x) + 0 -
f(x) 2

max

г) f(x)=
1−x
x ;

D(f)=R/ { }1 ;
E(f)R/ { }1 ;
f(x)= – функция общего вида;
f(x)=0, если x=0;

f’(x)= 2)1(
1
−

+−
x

xx =- 2)1(
1
−x

,

D(f’)=R/ { }1 ;
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f′(x)<0 при x∈ D(f′),        f(x) убывает на (- ∞ ;1)U (1;+ ∞ );
Прямая y=1 – горизонтальная асимптома для f(x);
x=1 – вертикальная асимптома.

303.
а) f(x)=tgx-x;

D(f’)=R\






 ∈π+π Zkk

2
;

f’(x)=
x2cos

1
-1;

D(f’)=D(f)=R\






 ∈π+π Znn

2
;

f’(x)>0: 
x2cos

1 >1.

Следовательно, на 






2
;0 π  f’(x)>0,

т.е. функция f(x) возрастает на 






2
;0 π ;

б) f(x)=
x

x 1− ;

D(f)=(0;+ ∞ )=R+;

f′(x)= 2
1

2
1

xx
+ ,

D(f’)=(0;+ ∞ )=D(f);
f’(x)>0, f(x) возрастает на (0;+ ∞ ).
Т.к. [1;+ ∞ ) ⊂ (0;+ ∞ ), то f(x) возрастает на [1;+ ∞ );
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в) f(x)=x-sinx;
D(f)=R;
f′(x)=1-cosx,
D(f′)=R=D(f);
f′(x) ≥ 0, f(x) возрастает на (0;+ ∞ );

г) f(x)=x+
2
π -cosx;

D(f)=R;
f’(x)=1+sinx,
D(f’)=R;

f’(x)>0, для любого x∈ 



−

2
;

2
ππ , f(x) возрастает на 



−

2
;

2
ππ ;

304.
f(x)=4x3-3x2-36x-10;
D(f)=R;
E(f)=R;
f′(x)=12x2-6x-36=12(x+1,5)(x-2);

x (- ∞ ;-1,5) -1,5 (-1,5;2) 2 (2;+ ∞ )
f’(x) + 0 - 0 +
f(x) 23,75 -62

max min

На (- ∞ ;-1,5)    f(x) возрастает от - ∞  до 23,75 – существует точка
x0∈ (- ∞ ;-1,5): f(x0)=0;
на (-1,5;2)        f(x) убывает от 23,15 до –62 – существует точка
x1∈ (-1,5;2): f(x1)=0;
на (2;+ ∞ )       f(x) возрастает от –62 до + ∞  - существует точка
x2∈ (2;+ ∞ ): f(x2)=0.
Итак, уравнение 4x3-3x2-36x-10=0 имеет 3 корня.

б) f(x)= xxxx 3
24

2
3

4
+−− ;

D(f)=R;         E(f)=R;
f′(x)=x3-3x2-x+3=x2(x-3)(x-3)=(x-3)(x-1)(x+1);

x (- ∞ ;-1) -1 (-1;1) 1 (1;3) 3 (3;+ ∞ )
f’(x) - 0 + 0 - 0 +
f(x) -2,25 1,75 -2,25

min max min

Из таблицы видно, что f(x) имеет 4 корня.
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в) f(x)=x4-4x3-9;
D(f)=R;
E(f)=R;
f’(x)=x3-12x2=x2(x-3);

x (- ∞ ;0) 0 (0;3) 3 (3;+ ∞ )
f’(x) - 0 - 0 +
f(x) -9 -36

min

На (- ∞ ;0) f(x) убывает от - ∞  до -9 – существует точка
x0∈ (- ∞ ;0): f(x1)=0;
на (0;3) f(x) убывает от -9 до –36 –f(x) не имеет корней;
на (3;+ ∞ ) f(x) возрастает от –36 до + ∞  - существует точка
x2∈ (3;+ ∞ ): f(x2)=0.
Итак, уравнение x4-4x3-9=0 имеет 2 корня на R.

г) f(x)=x2-
3

3x
-1;

D(f)=R;
E(f)=R;
f′(x)=2x-x2=x(2-x);

x (- ∞ ;0) 0 (0;2) 2 (2;+ ∞ )
f’(x) - 0 + 0 -
f(x) -1

3
1

min max

На (- ∞ ;0) f(x) убывает от - ∞  до -1 – существует точка
x0∈ (- ∞ ;0): f(x0)=0;

на (0;2) f(x) возрастает от -1 до 
3
1

 – существует точка

x1∈ (0;2): f(x1)=0;

на (2;+ ∞ ) f(x) убывает от 
3
1

 до - ∞  - существует точка

x2∈ (2;+ ∞ ): f(x2)=0.

Итак, уравнение x2-
3

3x -1=0 имеет 3 корня на R.
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25. Наибольшее и наименьшее значения функции

305.
а) f(x)=x4-8x2-9;
f′(x)=4x3-16x=4x(x-2)(x+2);
D(f′)=R;
f′(x)=0, при x=0; ± 2;
f(-1)=-16, f(0)=-9, f(1)=-16.

]1;1[
max
−

f(x)=f(0)=-9, 
]1;1[

min
−

f(x)=f(1)=f(-1)=-16;

f(2)=25; f(3)=0;

]3;0[
max f(x)=f(3)=0, 

]3;0[
min f(x)=f(2)=-25;

б) f(x)=
x

x 4+2
;

D(f′)=R\ { }0 ;
f′(x)=0, если x= ± 2;
f(-4)=-5, f(-2)=-4; f(-1)=-5;

]1;4[
max

−−
f(x)=f(-2)=-4, 

]1;4[
min

−−
f(x)=f(-4)=f(-1)=-5;

f(1)=5, f(2)=4, f(3)=
3

13
;

]3;1[
max f(x)=f(1)=5, 

]3;1[
min f(x)=f(2)=4;

в) f(x)=3x5-5x3;
D(f)=R;
f′(x)=15x4-15x2=15x2(x-1)(x+1);
D(f′)=R;
f′(x)=0 при x=0; ± 1;
f(0)=0, f(1)=-2, f(2)=56;

]2;0[
max f(x)=f(2)=56, 

]2;0[
min f(x)=f(1)=-2;

f(3)=594;

]3;2[
max f(x)=f(3)=594, 

]3;2[
min f(x)=f(2)=56;

г) f(x)=
1+x
x

;

D(f)=R\ { }1− ;
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f′(x)= 
( ) ( )22 1

1
1

1
+

=
+

−+
xx

xx

D(f)=R\ { }1− ;
f(-3)=1,5, f(-2)=2;

]2;3[
max

−−
f(x)=f(-2)=2, 

]2;3[
min

−−
f(x)=f(-3)=-

2
3

;

f(1)=0,5, f(5)=
6
5

;

]5;1[
max f(x)=f(5)=

6
5 , 

]5;1[
min f(x)=f(1)=

2
1

.

306.
а) f(x)=x3+3x2-9x;
D(f)=R;
f′(x)=3x2+6x-9=3(x+3)(x-1);
D(f′)=R;
f′(x)=0, при x=-3; 1;
f(-4)=20, f(-3)=27, f(0)=0;

]0;4[
max
−

f(x)=f(-3)=27, 
]0;4[

min f(x)=f(0)=0;

f(3)=27, f(4)=76;

]4;3[
max f(x)=f(4)=76, 

]4;3[
min f(x)=f(3)=27;

]0;4[
max
−

f(x)= 
]4;3[

min f(x);

б) f(x)=x4-2x2+4;
D(f)=R;
f′(x)=4x3-4x=4x(x-1)(x+1);
D(f′)=R;
f’(x)=0, при x=0; ± 1;

f 




−

2
1 =f 







2
1 =3

16
9  (f(x) – четная), f(0)=4;





−

2
1;

2
1

max f(x)=f(0)=4, 




−

2
1;

2
1

min f(x)=f 




−

2
1 = f 







2
1 =3

16
9

;

f(2)=12, f(3)=67;

]3;2[
max f(x)=f(3)=67, 

]3;2[
min f(x)=f(2)=12;





−

2
1;

2
1

max f(x)< 
]3;2[

min f(x);
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307.

s(t)=12t2-
3
2

t3.

D(s)=[0;+ ∞ );
v(t)=s′(t)=24t-2t2=-2t(t-12), D(s′)=[0;+ ∞ );
v′(t)=24t-4t=4(6-t),
D(v′)=[0;+ ∞ );
v′(t)=0, при t=6 (c);
v(4)=64(м/с); v(6=72(м/с); v(10)=40(м/с);

]10;4[
max v(t)=v(6)=72(м/с) – наибольшая скорость, при t=6c.

308.

f(x)=21x+2x2-
3
3x

;

D(f)=R;
f′(x)=21+4x-x2,
D(f’)=R;
f′′(x)=4-2x=2(2-x),
D(f′′)=R;
f′′(x)=0, при x=2;
f′(-2)=9, f′(2)=25, f′(5)=16;

]5;2[
max
−

f’(x)=f’(2)=25, 
]5;2[

min
−

f’(x)=f’(2)=9;

309.

v(t)=
6
1

t3-12t=-2t(t-12);

a(t)=v′(t)=
2
1

t2-12=
2
1

(t-2 6 )(t+2 6 ),

D(a)=[0;+ ∞ );
a′(t)=t, D(a′)=[0;+ ∞ );

a(10)=38 






2с
м ; а 





 π

2
3 =-3;

]50;10[
min a(t)=a(10)=38 







2с
м .

310.
а) f(x)=2sinx+cos2x;
f’(x)=2cosx-2sin2x=2cosx(1-2sinx),
D(f’)=R;
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f’(x)=0, если x= nππ +
2

, n∈ Z и x=(-1)k kππ +
6

, k∈ Z;

на [0;2π ]; f’(x)=0, если x= ;
6

5;
6

;
2

3;
2

ππππ

f(0)=1,    f 






6
π =

2
3 ,     f 







2
π =1,     f 







6
5π =

2
3 ,      f 







2
3π =-3;

]2;0[
max

π
f(x)=f 







6
π =f 







6
5π =1,5; 

]2;0[
min

π
f(x)=f 







2
3π =-3;

б) f(x)=1,5x2+
x

81 ;

D(f)=R\ { }0 ;

f’(x)=3x- 2
81
x

=3x 




 − 3

271
x

=3x 




 −

x
31 





 ++ 2

931
xx

;

D(f′)=R\ { }0 ;
f′(x)=0, при x=3;
f(1)=82,5; f(3)=40,5, f(4)=44,25;

]4;1[
max f(x)=f(1)=82,5;

]4;1[
min f(x)=f(3)=40,5;

в) f(x)=2sinx+sin2x;
f′(x)=2cosx+2cos2x=2cosx+2(2cos2x-1)=4cos2x+2cosx-2;
D(f′)=R;

f′(x)=0: 2cos2x+cosx-1=0; cosx=-1, cosx=
2
1 ;

x= nππ 2+ , n∈ Z, x= nππ 2
3

+± , n∈ Z;

на 





2
3;0 π : f′(x)=0 при x=π ;

3
π ;

f(0)=1,       f 






3
π =

2
33 + , f(π )=0,      f 







2
3π =-2;

]
2

3;0[
max

π
f(x)=f 







3
π =

2
33 + , 

]
2

3;0[
min

π
f(x)=f 







2
3π =-2;

г) f(x)=x+
2

1
+x

;

D(f)=R\ { }2− ;



182

f′(x)=1-
( )22

1
+x

= ( )( )
( )22

31
+

++
x
xx ;

D(f′)=R\ { }2− ;
f′(x)=0 при x=-1;-3;

f(-5)=-
3

16 , f(-3)=-4, f(-2,5)=-4,5;

]5,2;5[
max

−−
f(x)=f(-3)=-4, 

]5,2;5[
min

−−
f(x)=f(-5)=- 

3
16 .

311.
Пусть одно из слагаемых равно x, тогда второе 24-x. Рассмотрим

f(x)=x2+(24-x)2. Найдем 
]24;0[

min f(x):

f′(x)=2x-2(24-x)=4(x-12),
D(f′)=[0;24];
f′(x)=0, при x=12;
f(0)=576=f(24), f(12)=288;

]24;0[
min f(x)=f(12)=288;

Первое слагаемое x=12, а второе слагаемое равно 24-12=12.

312.
Пусть одно из слагаемых равно y, тогда второе 4-y. Рассмотрим

g(y)=y(4-y). Найдем 
]4;0[

max g(y):

g′(y)=4-y-y=2(2-y),
D(y′)=[0;4];
g′(y)=0, при y=2;
g(0)=g(4)=0, g(2)=4;

]4;0[
max g(y)=g(2)=4.

Т.е. y=2 и 4-y=2.

313.
Пусть длина меньшей стороны прямоугольника равна x (м), тогда

длина второй стороны равна (24-x) м.
Площадь прямоугольника, как функция x, есть s(x)=x(24-x) (м2),

при x∈ (0;24). Найдем 
]24;0[

max g(х):

s′(x)=24-2x=2(12-x),
D(s′)=[0;24].
s(0)=s(24)=0, s(12)=144;
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]24;0[
max s(x)=s(12)=144.

Следовательно, длина меньшей стороны должна быть 12 м, длина
большей стороны 24-12=12 м.
Ответ: 12м.

314.
Пусть первое слагаемое равно х, второе 2х – согласно условию,

тогда третье 54-3х. Рассмотрим функцию h(x)=3x ⋅ 2x(18-x). Будем
искать 

]18;0[
max h(x):

h′(x)=216x-18x2=18x(12-x);
h′(x)=0, при x=0;12;
h(0)=h(18)=0, h(12)=5184;

]18;0[
max h(x)=h(12)=5184.

Итак, первое слагаемое равно 12, второе 2⋅12=24, третье 54-3
12=18.
Ответ: 12; 24; 18.

315.

Пусть один из сомножителей равен t, тогда другой равен 
t

16 .

Рассмотрим f(t)=t2+
216







t

, и D(f)=(0;+ ∞ ).

Задача сводится к нахождению наименьшего значения f(t) на
(0;+ ∞ ).

f’(t)=2t- 3
2562
t
⋅ = 3

4 )256(2
t

t − = 3

2 )16)(4)(4(2
t

ttt ++− ;

на (0;+ ∞ ): f′(t)<0, при t∈ (0;4), f′(t)=0 при t=4 – точка минимума
f(t), при t=4 – минимум.

Итак, один сомножитель равен 4, другой равен 
4

16 =4.

Ответ: 4 и 4.
316.
Пусть длина одной стороны равна х (см), тогда длина другой

стороны равна 
х

64 (см).

Тогда периметр прямоугольника равен Р(х)=2 




 +

x
x 64 , причем

D(P)=(0;+ ∞ ).
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Найдем 
);0[

min
+∞

P(x).

P’(x)=2- 2
128
x

= 2
)8)(8(2

x
xx +− ;

на (0;+ ∞ ): P′(x)<0, при x∈ (0;8); P′(x)=0, при x=8 и P′(x)>0, при
x∈ (8;+ ∞ ). Точка х=8 – точка минимума для P(x) на (0;+ ∞ ), свое
наименьшее значение P(x) достигает при x=8.
Длина сторон прямоугольника должна быть равна 8 (см).
Ответ: 8 (см) и 8 (см).

317.
S=Sосн.+Sбок.поверх.. При этом Sосн.=x2, где х – сторона квадрата в

основании;
Sбок.поверх.=4xh, где h – высота параллелепипеда. По условию

V=13,5 (л) или V=x2 h, откуда h= 2x
V = 2

5,13
x

 (дм). Следовательно,

S(x)=x2+4x 2
5,13
x

=x2+
x

54  (дм2). Найдем min S(x) на R+:

S′(x)=2x- 2
54
x

= 2

3 )27(2
x
x − = 2

2 )93)(3(2
x

xxx ++− ;

S′(x)<0 на (0;3);     S′(x)=0 при x=3; S′(x)>0 на (3;+ ∞ ) – точка
х=3 есть точка минимума функции S(x) на (0;+ ∞ ).

При х=3 (дм), h= 23
5,13 =1,5 (дм).

Ответ: 3х3х1,5 (дм) – размеры бака.

318.

Обозначим |ED|=x.

x
BO

=
AD
AO

;

BO = 22 AOAB − , AO = AC
2
1 =30 (см);
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BO = 22 3050 − =40 (см);

AD =
BO
xAO

=
40

30x , DG = ADAC 2− =60-
40
302 x⋅ =60-1,5x;

SDEFG= DGED ⋅ =x(60-1,5x), где x∈ (0;30). Найдем 
)30;0[

max S(x):

S′(x)=60-3x=3(20-x);
S′(x)<0, при x∈ (20;30),   S′(x)=0, при x=20,   S′(x)>0, при x∈ (0;20).
Т.е. наибольшее значение на (0;30) S(x) достигает при х=20.
Тогда:

ЕD = FG =20 (см), ЕD = ЕF =60-
40

2060 ⋅ =30 (см).

Ответ: 20 (см), 30 (см).

319.

Пусть АD =х, где 0<х<2r. Тогда (2r)2=x2+ 2СD ,

СD = 224 xr − ;

SABCD=S(x)=x ⋅ 224 xr − .
Найдем 

)22;0(
max S(x):

S′(x)= 224 xr − -
22

2

42

2

xr

x

−
=

22

22

4

24

xr

xr

−

− =
224

)2)(2(2

xr

xrxr

−

+− ;

S′(x)>0, при x∈ (0; r2 ),       S′(x)=0, при x= r2 ,     S′(x)<0 при,
x∈ ( r2 ;2r).
Значит, 

)2;0(
max

r
S(x)=S( r2 )=2r2.

Т.к. r=20 (см), то x=20 2  (см).
Ответ: 20 2  см, 20 2  см.
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320.

Время, которое курьер затрачивает на дорогу от точки В до точки
Р равно:

t=
108
OPBO

+  ч;

|BO|= 229 x− = 281 x+ , |OP|=15-x, где х – расcтояние ОA;

t(x)=
10

15
8

81 2 xx −++ , где x∈ [0;15].

Найдем 
]15;0[

min t(x):

t′(x)=
2818 x

x

+
-

10
1 ;

t′(x)=0: 
281 x

x

+
=0,8;    x2=0,64(81+x2);     x=12;

t(0)=
8
21

10
3

8
9 =+ =2,625;     t(12)=

10
3

8
15 + =2,175;      t(15)=

8
306 ;

]15;0[
min t(x)=t(12)=2,175.

Ответ: 3 (км) от населенного пункта.

321.

Воспользуемся результатами предыдущей задачи, тогда:

t(x)=
5

5
4

9 2 xx −++ , где x∈ [0;5];

Найдем 
]5;0[

min t(x)
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t′(x)=
294 x

x

+
-

5
1 ;

t′(x)=0: 
29 x

x

+
=0,8;       x2=0,64(9+x2),         x=4 (км);

t(0)=1,75;       t(4)=1,45;        t(5)=
4
34 ;

]5;0[
min t(x)=t(4)=1,45.

Ответ: 4 км от ближайшей точки на берегу.

322.
Обозначим искомое число через х, тогда рассматриваемая сумма

имеет вид: S(x)=x+x2, x∈ R.
Найдем 

R
min S(x):

S′(x)=1+2x;
S′(x)=0, при х=-0,5;
на (- ∞ ;-0,5) S’(x)<0 – функция убывает на (- ∞ ;0,5],
на (0,5;+ ∞ ) S’(x)>0 – функция возрастает на [-0,5;+ ∞ ),
точка х=-0,5 - точка минимума S(x) на R;

( )+∞∞− ;
min S(x)=S(-0,5)=-0,25.

Ответ: -0,5.

323.
Пусть гипотенуза прямоугольного треугольника имеет длину с, а

длина одного из катетов равна х. Тогда длина другого катета равна
22 хс −  и площадь треугольника S(x)= 22

2
1 xcx − , где x∈ (0;c).

S′(x)= 22

2
1 xcx − -

22

2

2 xc

x

−
=

22

22

2

2

xc

xc

−

− =
222

)2)(2(

xc

xcxc

-

+− ;

S′(x=0), при x=
2
c ;

S′(x)>0, при x 





∈

2
;0 c ,

S′(x)=0, при x=
2
c ,
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S′(x)<0, при x 





∈ cc ;

2
;

);0(
max
c

S(x)=S 





2
c =

4

2c ;

Длина одного катета равна 
2
c , а длина другого катета

22

2
2 ccc =





−  — треугольник равнобедренный, ч.т.д.

324.
Решение этой задачи повторяет решение задачи 319.

)2;0(
max

r
S(x)=S( r2 )=2r2, где r – радиус окружности. Т.к. длина

другой стороны этого прямоугольника равна ( )22 24 r-r = r2 , то

этот прямоугольник является квадратом со стороной r2 .

325.

A
C

B

O

D

x
rα

α

Пусть |AB|=|BC|=x, α=∠=∠ ABOBAO .

Тогда x=2rcosα , cosα =
r
x

2
;

|AC|=2xsinα =2x 2

2

4
1

r
x− ,

|BD|=xcosα =
r
x
2

2
;

SABC(x)=
2
1 |AC| ⋅ |BD|= 2

23

4
1

2
1

r
x

r
x − = 22

2

3
4

4
xr

r
x − , где x∈ (0;2r).
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Найдем 
)2;0(

max
r

S(x):

S′(x)=
224

4
22

2

2

44
4

4
3

xrr

xxr
r
x

−
−− =

222

222

4

)3(

xrr

xrx

−

− =

=
222

2

4

)3)(3(

xrr

xr-xx

−

+r ;

S′(x)=0, если x= r3  на (0;2r);
S′(x)>0, если x∈ (0; r3 ), S′(x)<0, если x∈ ( r3 ;2r);

)2;0(
max

r
S(x)=S( r3 )=

4
32 2r

.

Таким образом, |AB|=|BC|= r3  и |AC|= r3 , т.е. треугольник АВС
является равносторонним, ч.т.д.


